1. (10 bodov)

(a) Ako suvisia pojmy dimenzie a izomorfizmu linearnych priestorov?

Konefnorozmerné linedrne priestory su izomorfné prave vtedy, ked
maji rovnakia dimenziu.

(b) UvaZzujme tieto podpriestory R?:
L, =span{(1,2,3),(2,3,0)} L, = span{(1,1,s),(2,2,t)}.

Pre ktoré s,t € R plati, ze Ly, Ly st izomorfné?

Ly ~ Ly prave vtedy, ked Ly méa dimenziu 2. To je prave vtedy, ked
{(1,1,s),(2,2,t)} st linearne nezavislé, to znamena ¢ # 2s.

Pre ktoré s,t € R plati, ze Lo je podpriestor L;?

L, je podpriestor L; prave vtedy, ked (1,1,s),(2,2,t) € L;. Zrejme
plati, Ze (1,1, s); prave vtedy, ked ststava

1 11
2 3|1
3 0s
mé rieSenie. Z toho na 2 Tahké kroky vyjde s = —3. Podobne vyjde

t = —6.

Pre ktoré s,t € R st Ly, Ly rovné?

Zrejme ak Ly = Lo, tak Lo C Ly. Z predoslého ale vieme, Ze potom
L2 = span({(l, 1: _3)5 (27 27 _6)}) = Span({(l, 17 _3)})5

pri¢om posledna rovnost vyplyva z toho ze v 2.(1,1,-3) = (2,2, —6).
Ale potom dim(Ls) =1 # 2 = dim(L;). Teda nie st nikdy rovné.

2. (10 bodov)

(a) Ako suvisi determinant s regularitou matice?

Matica je reguléarna prave vtedy, ked méa nenulovy determinant.

(b) Pre ktoré a € R je matica

(@-=1) (a—2) (a-3) ... (a—n)

0 2a—2) 2a@-3) ... 2a—n)

A= 0 0 3(a—3) ... 3(a—n)
6 0 0 n(a—n)

reguldrna? Néjdite inverzni maticu k A pre n = 3.



Je to trojuholnikovd matica, teda jej determinant je rovny si-
¢inu diagonélnych prvkov. Ten je nenulovy prave vtedy, ked a ¢

{1,2,...,n}. Pre n = 3 vyjde inverzna matica
1 1
a—1 2(?71) 01
0 2(a—2) - 3(?72)
0 0 3(a—3)

3. (10 bodov)

(a) Definujte linearne zobrazenie. Ako suvisi skladanie linearnych zobrazeni a
nasobenie matic?
(b) Dokazte, Ze zobrazenie A : P?(R) — P*(R) dané predpisom

A(p) = (w.p(z + 1))

je linearne.

Mame dokézaf, Ze pre vietky p,q € P*(R) a vietky a € R plati, Ze
Alp+q) = Alp) + A9)
A(a.p) = a.A(p)
Dokazeme prvii rovnost. Na oboch stranich si funkcie R — R. Dve
funkcie s rovnakym definiénym oborom st rovné, ak maju rovnaku

hodnotu pre kazdy prvok defini¢ného oboru.
Pre z € R mame

Alp+q)(z) = (@.(p+ @) (x +1)) = (z.(plz + 1) + q(z + 1)) =
(zp(x+1)+zq(z+1) = (@.p(z+1) +z.q(x+1)) = A(p)(z) = Alg)(2),
vyuzivame definiciu si¢tu dvoch funkcii, roznasobime z, pouZijeme
fakt, ze derivacia sactu je sucet derivacii.
Este treba dokazat, druhu rovnost, t.j. Ze A(a.p)(z) = a.(A(p)(z))
pre vSetky z € R, to sa da urobit podobne.

(c) Najdite maticu ¢ v nejakej usporiadanej baze P?(R).

Vezmime usporiadant bazu (1, z,z?). Postupne mame
Al =(z1) =2 =1
Al) = (z.(z+ 1) = @* +2) =22 +1
A = (z.(z+ 1)) = (z.(z? + 22+ 1)) = (2®* + 227 + ) =327 + 42 + 1
Matica teda vyjde

OO =
O N =
W = =

(d) Najdite maticu Ao Ao Ao A v nejakej usporiadanej baze P?(R).



Treba umocnit maticu na Stvrtu. Najrychlejsie sa to da spravit tak,
ze ju dvakrat umocnite na druhu.

4. (10 bodov)

(a) Nech A, B st regularne Stvorcové matice rovnakého radu, prvedpokladajme,
7e pozname det(A) a det(B). Comu je rovny det(AB)? Comu je rovny
det(A~1)?

det(AB) = det(A)det(B); det(A™1) = m (samozrejme, A musi
byt regularna aby to davalo zmysel).

(b) Uvazujme matice

321 0 210
2 31 1 1 10
A= 01 2 1 B = 3 20
01 0 -1 1 1 1

Uréte (ak existuji) det(A), det(A=1), det(B), det(B~'), h(A), h(A™Y),

3
1
4
1
(
h(B), h(B™'), det(A.B), det(A.A). Pozn. h(A) oznauje hodnost matice
A.

Vyjde det(A) = —14, det(B) = 0. Z toho vidime, Ze B je singularna,
teda vyrazy s B~! nemaji zmysel. Dalej (bez nasobenia matic a inver-
tovania!) det(AB) = det(A)det(B) = 0, det(A™ ') = —7. Kedze A je
regularna, h(A) = h(A™!) = 4. No a h(B) = 3 vyjde tpravou matice.

5. (10 bodov)

(a) Definujte podpriestor linedrneho priestoru.
(b) Overte, Ze mnozina polynémov

L={peP’R):p(l) =0}
je podpriestor P3(R).

Ak p(1) =0 aq(1) = 0, potom (p+¢)(1) = p(1) +¢(1) =0+0 = 0.
Podobne pre nésobenie skalarom.

(c) Najdite nejaka bazu L. Dokazte, Ze to je baza L. Urcte dimenziu L.

Prvy spésob Vezmeme napriklad X = {(z—1),z(x—1),2*(z—1)} ale
sii, samozrejme aj iné bazy L, napriklad {(z —1), (z—1)%, (x —1)3}. Li-
nearnu nezavislost dokédzeme napriklad tak, ze skonstatujeme, Ze zrejme
ziadny z tych polynémov nie je linedrnou kombinéciou predchadzaja-
cich. Treba este dokazat, Ze span(X) = L. Zrejme span(X) C L C
P3(R). Z toho

3 = dim(span(X)) < dim(L) < dim(P*(R)) = 4.




Teda bud dim(L) = 3 alebo dim(L) = 4. Ale ak dim(L) = 4, potom
L je cely priestor, ¢o zrejme nie je pravda. Takze dim(L) = 3 a teda
L = span(X).

Druhy spésob Uvazujme, pre ktoré polynémy p € P3(R) plati,
ze p(1) = 0. Su to prave tie, ktoré sa daju jednoznacéne vyjadrit v
tvare p(x) = (z — 1).q(z), kde g(z) € P?(R). Teda existuje bijekcia
A : P2(R) — L dana predpisom A(q) = (x — 1).q. Ale A je line-
arne zobrazenie (skontrolujte sami). Bijektivne linearne zobrazenie je
izomorfizmus. Priestory L a P?(R) st teda izomorfné, a maji teda
rovnaki dimenziu. Bazu L dostaneme ako obraz nejakej bazy P2(R).
Navyse kazda baza L vznika tymto sposobom.




