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Kapitola 1

Neurèitý integrál

1.1 Základné pojmy a vz»ahy

Funkcia F je primitívnou funkciou k funkcii f v intervale (a; b) práve vtedy, ak pre ka¾dé x 2 (a; b)

platí:

F

0

(x) = f(x):

Z de�nície vidíme, ¾e pojem primitívnej funkcie je opaèný k pojmu derivácie. Tento fakt vyu¾ívame

pri hµadaní primitívnych funkcií k základným funkciám.

Príklad 1. Nájdeme primitívnu funkciu k funkcii

a ) y = x v intervale (�1; 1),

b ) y = x v intervale (�1;1),

c ) y = x

n

, n 2 N v intervale (�1;1),

d ) y =

1

x

v intervale (0;1),

e ) y =

1

x

v intervale (�1; 0).

Rie¹enie:

a ) Hµadáme funkciu F , ktorej derivácia je pre ka¾dé x 2 (�1; 1) rovná x. Vieme, ¾e pri derivá-

cii mocninnej funkcie je výsledkom mocninná funkcia s exponentom zní¾eným o 1 a násobená

pôvodným exponentom: (x

a

)

0

= ax

a�1

, pre a 6= 0. Z tohoto faktu dostaneme, ¾e primitívnou

funkciou k funkcii y = x v intervale (�1; 1) bude nejaký násobok funkcie y = x

2

a po krátkom

experimentovaní urèíme, ¾e je to funkcia y =

x

2

2

.

b ) Keï¾e v¹etky úvahy v rie¹ení predchádzajúceho príkladu ostávajú v platnosti aj pre interval

(�1;1), rie¹ením je tá istá funkcia.

c ) Po úvahách analogických ako v predchádzajúcich èastiach dostávame, ¾e primitívnou funkciou

je funckia y =

x

n+1

n+1

. Mô¾eme pravi» skú¹ku správnosti:

 

x

n+1

n+ 1

!
0

= (n+ 1)

x

n

n+ 1

= x

n

;

pre v¹etky x 2 (�1;1).

7



8 KAPITOLA 1. NEURÈITÝ INTEGRÁL

d ) Sna¾íme sa nájs» funkciu, ktorej deriváciou je funkcia y =

1

x

. Z prehµadu derivácií základných

funkcií vyplýva, ¾e takouto funkciou je funkcia y = ln jxj, prièom v intervale (0;1), ktorý nás

zaujíma túto funkciu mô¾eme jednoduch¹ie zapísa» ako y = lnx. Skutoène:

(lnx)

0

=

1

x

;

pre ka¾dé x 2 (0;1)

e ) Podobnými argumentami ako v predchádzajúcej èasti dostávame, ¾e primitívnou funkciou k fun-

kcii y =

1

x

v intervale (�1; 0) je funkcia y = ln jxj = ln(�x).

|

Poznámka 1. V predchádzajúcom príklade sme na¹li ku ka¾dej danej funkcii v danom intervale je-

dinú primitívnu funkciu. V skutoènosti má ka¾dá z týchto funkcií nekoneène veµa primitívnych funkcií.

Platí:

Ak F je primitívna funkcia k funkcii f v intervale (a; b), tak aj F + c, kde c je µubovoµné

reálne èíslo, je primitívna funkcia k funkcii f v intervale (a; b).

Uvedená skutoènos» vyplýva z faktu, ¾e deriváciou kon¹tanty je nula, a teda (F (x) + c)

0

= F

0

(x).

Dôle¾ité je, ¾e platí aj opaèné tvrdenie:

Ak F a G sú primitívne funkcie k funkcii f v intervale (a; b), tak existuje reálne èíslo c

tak, ¾e F (x) = G(x) + c pre v¹etky x 2 (a; b).

Z uvedeného vyplýva, ¾e mno¾ina v¹etkých primitívnych funkcií k danej funkcii f v danom intervale

(a; b) je nekoneèná mno¾ina, v ktorej ka¾dá dvojica funkcií sa v danom intervale lí¹i len o kon¹tantu.

Túto mno¾inu funkcií voláme neurèitý integrál funkcie f v intervale (a; b) a oznaèujeme

R

f(x) dx.

V tomto oznaèení je teda napríklad

Z

x

2

dx =

x

3

3

+ c; c 2 R:

Poznámka 2. V predchádzajúcom príklade je vidie», ¾e tá istá funkcia má èasto v rôznych inter-

valoch ten istý neurèitý integrál. V takomto prípade bude neurèitý integrál plati» v ka¾dom intervale,

v ktorom sú príslu¹né funkcie de�nované, napr.

Z

1

x

dx = ln jxj+ c; c 2 R:

v ka¾dom intervale, kde sú funkcie ln jxj a

1

x

de�nované, t.j. v ka¾dom intervale neobsahujúcom 0.

V takýchto prípadoch èasto vynecháme interval, v ktorom sme pracovali.

Na otázku, ktoré funkcie majú primitívne funkcie (a teda neurèitý integrál) dáva èiastoènú odpoveï

nasledujúce tvrdenie:

Ka¾dá spojitá funkcia v intervale (a; b) má v tomto intervale primitívnu funkciu.

Nie v¾dy v¹ak vieme túto primitívnu funkciu vyjadri» analytickým výrazom.

Priamo z de�nície neurèitého integrálu a príslu¹ných vlastností pre derivácie vyplývajú jednoduché

pravidlá:

Ak k funkcii f existuje primitívna funkcia v intervale (a; b), tak pre v¹etky x 2 (a; b) platí
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�

Z

f(x) dx

�
0

= f(x) (1.1)

Ak f

0

existuje v intervale (a; b), tak

Z

f

0

(x) dx = f(x) + c (1.2)

Ak majú funkcie f aj g v intervale (a; b) primitívne funkcie, tak v tomto intervale platí

Z

(f(x)� g(x)) dx =

Z

f(x) dx�

Z

f(x) dx;

Z

(cf(x)) dx = c

Z

f(x) dx;

kde c je µubovoµné reálne èíslo.

Obidva tieto vz»ahy mo¾no vyjadri» v jednom v¹eobecnom

Z

(cf(x) + dg(x)) dx = c

Z

f(x) dx+ d

Z

f(x) dx; (1.3)

kde c a d sú µubovoµné reálne èísla.

Príklad 2. Uká¾eme platnos» posledného v»ahu

Rie¹enie: Oznaème F a G niektoré primitívne funkcie k funkciám f a g v intervale (a; b). Potom

pre v¹etky x 2 (a; b) platí

c

Z

f(x) dx+ d

Z

f(x) dx = c (F (x) + c

1

) + d (G(x) + d

1

) = cF (x) + dG(x) + e;

kde e = c:c

1

+ d:d

1

je µubovoµné reálne èíslo. Na druhej strane tie¾

(cF (x) + dG(x))

0

= cF

0

(x) + dG

0

(x) = cf(x) + dg(x):

Preto

R

(cf(x) + dg(x)) dx = cF (x)+dG(x)+e, kde e je µubovoµné reálne èíslo, tak¾e obidva integrály

sa rovnajú. |

1.1.1 Základné neurèité integrály

Nasleduje zoznam neurèitých integrálov, niektorých dôle¾itých funkcií. Platnos» väè¹iny nasledovných

vz»ahov vyplýva z analogických vz»ahov pre derivácie. Nasledujúce vz»ahy platia v ka¾dom intervale,

v ktorom sú funkcie de�nované.

1.

R

x

a

dx =

x

a+1

a+1

+ c, ak a 2 R n f�1g.

2.

R

1

x

dx = ln jxj+ c.

3.

R

e

x

dx = e

x

+ c.

4.

R

a

x

dx =

a

x

ln a

+ c, ak a 2 (0; 1) [ (1;1).

5.

R

sinx dx = � cos x+ c,

R

cos x dx = sinx+ c.

6.

R

1

cos

2

x

dx = tg x+ c,

R

1

sin

2

x

dx = � cotg x+ c.
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7.

R

1

1+x

2

dx =

(

arctg x+ c

� arccotg x+ c:

8.

R

dx

1�x

2

=

1

2

ln j

1+x

1�x

j+ c.

1

9.

R

dx

p

1�x

2

=

(

arcsinx+ c

� arccos x+ c:

10.

R

dx

p

x

2

+a

= ln jx+

p

x

2

+ aj+ c.

11.

R

sinhx dx = coshx+ c,

R

cosh x dx = sinhx+ c.

12.

R

dx

cosh

2

x

= tghx+ c,

R

dx

sinh

2

x

= � cotgh x+ c.

13.

R

f

0

(x)

f(x)

dx = ln jf(x)j+ c.

Príklad 3. Vypoèítame integrály

a)

R

(6x

5

� 2x

3

+ 11x

2

+ 3) dx b)

R

3x

2

+4x+2

5x

dx c)

R

(3 sinx� 2 cosh x) dx

d)

R

tg

2

x dx e)

R

cotg x dx f)

R

(2

x

� 3

1�x

) dx

g)

R

dx

p

5x

2

�10

h)

R

dx

4+4x

2

i)

R

5

p

3�3x

2

dx

Rie¹enie: V rie¹ení budeme pou¾íva» základné vzorce pre neurèité integrály a pravidlo (1.3).

Èitateµovi odporúèame v ka¾dom kroku urèi» príslu¹ný vzorec, resp. pravidlo.

a)

Z

(6x

5

� 2x

3

+ 11x

2

+ 3) dx = 6

Z

x

5

dx� 2

Z

x

3

dx+ 11

Z

x

2

dx+ 3

Z

x

0

dx =

= 6

x

6

6

� 2

x

4

4

+ 11

x

3

3

+ 3

x

1

1

= x

6

�

x

4

2

+

11

3

x

3

+ 3x+ c:

b)

Z

3x

2

+ 4x+ 2

5x

dx =

3

5

Z

x dx+

4

5

Z

x

0

dx+

2

5

Z

1

x

dx =

=

3

10

x

2

+

4

5

x+

2

5

ln jxj+ c:

c)

Z

(3 sinx� 2 cosh x) dx = �3 cos x� 2 sinhx+ c:

d)

Z

tg

2

x dx =

Z

sin

2

x

cos

2

x

dx =

Z

1� cos

2

x

cos

2

x

dx =

=

Z

�

1

cos

2

x

� 1

�

dx = tg x� x+ c:

e)

Z

cotg x dx =

Z

cos x

sinx

dx =

Z

(sinx)

0

sinx

dx = ln j sinxj+ c:

1

Namiesto

R

1

f(x)

dx pí¹eme tie¾

R

dx

f(x)
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f)

Z

(2

x

� 3

1�x

) dx =

Z

2

x

dx� 3

Z

�

1

3

�

x

dx =

2

x

ln 2

+

3

ln 3

�

1

3

�

x

+ c:

g)

Z

dx

p

5x

2

� 10

=

1

p

5

Z

dx

p

x

2

� 2

=

1

p

5

ln jx+

p

x

2

� 2j+ c:

h)

Z

dx

4 + 4x

2

=

1

4

Z

dx

1 + x

2

=

1

4

arctg x+ c:

i)

Z

5

p

3� 3x

2

dx =

5

p

3

Z

dx

p

1� x

2

=

5

p

3

arcsinx+ c:

|

1.1.2 Cvièenia

Pomocou algebraických úprav, pou¾itím pravidla (1.3) a základných vzorcov vypoèítajte integrály.

1.

R

(3x

2

+ 2x� 1) dx. 2.

R

�

2

x

p

x

�

5

x

2

�

dx.

3.

R

x

2

(x

2

+ 1) dx. 4.

R

(x

3

+ 1)

2

dx.

5.

R

x

3

+3x�1

x

dx. 6.

R

x

2

�3x+4

p

x

dx.

7.

R

(x�1)

3

p

x

dx. 8.

R

(

p

x+2)

3

x

dx.

9.

R

(cos x+ 2

5

p

x

3

) dx. 10.

R

�

sinx+

3

p

4�4x

2

�

dx.

11.

R

�

2

x

+

q

1

x

�

dx. 12.

R

�

10

�x

+

x

2

+2

x

2

+1

�

dx.

13.

R

x

2

3(1+x

2

)

dx. 14.

R

cotg

2

x dx.

15.

R

(

p

x+ 1)(x �

p

x+ 1) dx. 16.

R

dx

x

2

+7

.

17.

R

4

2�3x

dx. 18.

R

x

(x+1)

2

dx.

1.1.3 Výsledky

1. x

3

+ x

2

� x+ c. 2. �

4

p

x

+

5

x

+ c.

3.

x

5

5

+

x

3

3

+ c. 4.

x

7

7

+

x

4

2

+ x+ c.

5.

x

3

3

+ 3x� ln jxj+ c. 6.

2

5

x

2

p

x� 2x

p

x+ 8

p

x+ c.

7.

2

7

x

3

p

x�

6

5

x

2

p

x+ 2x

p

x� 2

p

x+ c.

8.

2

3

x

p

x+ 6x+ 24

p

x+ 8 ln jxj+ c.

9. sinx+

5

4

x

5

p

x

3

+ c. 10. � cos x+

3

2

arcsinx+ c.
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11.

2

x

ln 2

+ 2

p

x+ c. 12. x+ arctg x�

1

10

x

ln 10

+ c.

13.

1

3

(x� arctg x) + c. 14. �x� cotg x+ c.

15.

2

5

x

2

p

x+ x+ c. 16.

1

p

7

arctg

x

p

7

+ c.

17. �

1

3 ln 4

4

2�3x

+ c. 18. ln jx+ 1j+

1

x+1

+ c.

1.2 Metódy poèítania neurèitého integrálu

Sú dve v¹eobecné metódy poèítania neurèitých integrálov: substituèná metóda a metóda integrovania

per partes.

1.2.1 Substituèná metóda

Táto metóda je odvodená od vz»ahu pre deriváciu zlo¾enej funkcie a jej princíp je v nasledujúcom

tvrdení:

Nech F je primitívna funkcia k funkcii f v intervale I, nech funkcia ' má deriváciu v in-

tervale (a; b) a nech pre ka¾dé x 2 (a; b) je '(x) 2 I. Potom

Z

f('(x)) � '

0

(x) dx = F ('(x)) + c; v intervale (a; b): (1.4)

Èasto sa vyskytujúcim ¹peciálnym prípadom tejto metódy je situácia keï funkcia '(x) = ax + b je

lineárna. Vtedy '

0

existuje pre v¹etky x 2 R a za predpokladov tvrdenia platí

Z

f(ax+ b) dx =

1

a

F (ax+ b) + c: (1.5)

Príklad 4. Uká¾eme platnos» vz»ahu 1.5.

Rie¹enie: Upravíme integrál na µavej strane a pou¾ijeme vz»ah 1.4:

Z

f(ax+ b) dx =

1

a

Z

f(ax+ b) a dx =

(

'(x) = ax+ b

'

0

(x) = a

)

=

1

a

F (ax+ b) + c:

Iné rie¹enie: Zderivujme pravú stranu vz»ahu 1.5.

�

1

a

F (ax+ b) + c

�
0

=

1

a

F

0

(ax+ b) =

1

a

f(ax+ b):a = f(ax+ b):

|

Príklad 5. Vypoèítame neurèité integrály

a)

R

dx

3x+7

, b)

R

(5� 7x)

21

dx, c)

R

cos 2x dx.

Rie¹enie: Budeme pou¾íva» vz»ah 1.5.

a) V tomto príklade je ax+b = 3x+7 a funkcia f je de�novaná vz»ahom f(t) =

1

t

. Primitívna funkcia

k f je funkcia F (t) = ln jtj v ka¾dom intervale neobsahujúcom 0. Preto platí

Z

dx

3x+ 7

=

1

3

ln j3x+ 7j+ c;
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v ka¾dom intervale neobsahujúcom èíslo �

7

3

.

b) Teraz je ax+ b = �7x+ 5 a f(t) = t

21

. Preto

Z

(5� 7x)

21

dx = �

1

7

(5� 7x)

22

22

+ c = �

(5� 7x)

22

154

+ c

pre x 2 R.

c) Podobne ako v predchádzajúcich èastiach dostávame

Z

cos 2x dx =

1

2

sin 2x+ c = sinx cos x+ c; x 2 R:

|

Niekedy je potrebné integrovanú funkciu pred pou¾itím substituènej metódy upravi» algebraickými

alebo inými úpravami.

Príklad 6. Vypoèítame neurèité integrály

a)

R

dx

4+x

2

b)

R

dx

p

9�x

2

c)

R

cos

2

x dx.

Rie¹enie: a) Integrovanú funkciu upravíme

1

4 + x

2

=

1

4

1

1 + (

x

2

)

2

a integrujeme (pre '(x) =

1

2

x a f(t) =

1

1+t

2

)

Z

dx

4 + x

2

=

1

4

Z

dx

1 + (

x

2

)

2

=

1

4

1

1

2

arctg

x

2

+ c =

1

2

arctg

x

2

+ c:

b) Integrovanú funkciu upravíme

1

p

9� x

2

=

1

3

1

q

1� (

x

3

)

2

a integrujeme (pre '(x) =

1

3

x a f(t) =

1

p

1�t

2

)

Z

dx

p

9� x

2

=

1

3

Z

dx

q

1� (

x

3

)

2

= arcsin

x

3

+ c;

pre x 2 (�3; 3).

c) K úprave pou¾ijeme trigonometrický vz»ah cos

2

x =

1+cos 2x

2

.

Z

cos

2

x dx =

Z

1 + cos 2x

2

dx =

1

2

�

Z

1 dx+

Z

cos 2x dx

�

=

=

1

2

(x+

1

2

sin2x) + c =

1

2

(x+ sinx cos x) + c:

|

Vo v¹eobecnosti je praktický postup pri pou¾ívaní substituènej metódy nasledujúci:

1. V integrovanej funkcii hµadáme takú funkciu ', ktorá sa tam vyskytuje spolu so svojou derivá-

ciou, alebo jej èíselným násobkom.
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2. Zavedieme novú premennú t, pre ktorú je t = '(x).

3. Upravíme daný inegrál na tvar

R

f(t) dt kde dt = '

0

(x) dx a poèítame

R

f(t) dt = F (t) + c.

4. Vo výsledku nahradíme t = '(x): F ('(x)) + c.

Niekedy, ak je funkcia ' monotónna, tretí bod tohoto postupu je výhodné realizova» tak, ¾e si vy-

jadríme inverznú funkciu x = '

�1

(t) a (alebo) dx =

�

'

�1

�

0

(t) dt a dosadíme do pôvodného integrálu

(pozri napríklad integrovanie iracionálnych funkcií).

Príklad 7. Vypoèítame neurèité integrály

a)

R

cos

4

x sinx dx b)

R

dx

x lnx

c)

R

3x

p

x

2

+ 6 dx

d)

R

5

p

arccotg x

1+x

2

dx e)

R

xe

7�x

2

dx f)

R

sinh

p

x

p

x

dx

g)

R

tg

2

x

cos

2

x

dx h)

R

3

x

p

1�9

x

dx i)

R

sin 2x

sin

2

x+3

dx.

Rie¹enie: a) V integrovanej funkcii sa vyskytuje funkcia '(x) = cos x a zároveò násobok jej de-

rivácie �'

0

(x) = sinx. (Preèo neuva¾ujeme '(x) = sinx a '

0

(x) = cosx?). Daný integrál vypoèítame

preto nasledovne

Z

cos

4

x sinx dx =

(

t = cos x

dt = � sinx dx

)

=

Z

t

4

(�dt) =

= �

Z

t

4

dt = �

t

5

5

+ c = �

cos

5

x

5

+ c:

b) V integrovanej funkcii sa vyskytuje funkcia '(x) = lnx a zároveò jej derivácia '

0

(x) =

1

x

. Preto

Z

dx

x lnx

=

(

t = lnx

dt =

dx

x

)

=

Z

dt

t

= ln jtj+ c = ln j lnxj+ c;

x 2 (0; 1) alebo x 2 (1;1):

c)

Z

3x

p

x

2

+ 6 dx =

(

t = x

2

+ 6

dt = 2x dx

)

=

3

2

Z

p

x

2

+ 6 2x dx =

3

2

Z

p

t dt =

=

3

2

Z

t

1

2

dt =

3

2

t

3

2

3

2

+ c = (x

2

+ 6)

3

2

+ c =

q

(x

2

+ 6)

3

+ c:

d)

Z

5

p

arccotg x

1 + x

2

dx =

Z

5

p

arccotg x

dx

1 + x

2

=

=

(

t = arccotg x

dt = �

dx

1+x

2

)

dx

1+x

2

= �dt

)

=

=

Z

5

p

t (�dt) = �

Z

t

1

5

dt = �

t

6

5

6

5

+ c = �

5

5

p

arccotg

6

x

6

+ c:

e)

Z

xe

7�x

2

dx =

Z

e

7�x

2

(x dx) =

(

t = 7� x

2

dt = �2x dx) x dx = �

1

2

dt

)

=
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=

Z

e

t

�

�

1

2

dt

�

= �

1

2

Z

e

t

dt = �

1

2

e

t

+ c = �

1

2

e

7�x

2

+ c:

f)

Z

sinh

p

x

p

x

dx =

Z

sinh

p

x

1

p

x

dx =

(

t =

p

x

dt =

1

2

p

x

dx)

1

p

x

dx = 2 dt

)

=

=

Z

sinh t(2 dt) = 2 cosh t+ c = 2 cosh

p

x+ c:

g)

Z

tg

2

x

cos

2

x

dx =

Z

tg

2

x

dx

cos

2

x

=

(

t = tg x

dt =

1

cos

2

x

dx

)

=

Z

t

2

dt =

t

3

3

+ c =

tg

3

x

3

+ c:

h)

Z

3

x

p

1� 9

x

dx =

Z

1

p

1� (3

x

)

2

(3

x

dx) =

=

(

t = 3

x

dt = 3

x

ln 3 dx) 3

x

dx =

dt

ln 3

)

=

=

Z

1

p

1� t

2

dt

ln 3

=

arcsin t

ln 3

+ c =

arcsin 3

x

ln 3

+ c:

i) V rie¹ení tohoto príkladu vyu¾ijeme trigonometrickú identitu

sin 2x = 2 sinx cos x.

Z

sin 2x

sin

2

x+ 3

dx =

Z

1

sin

2

x+ 3

(2 sinx cos x dx) =

=

(

t = sin

2

x+ 3

dt = 2 sinx cos x dx

)

=

=

Z

1

t

dt = ln jtj+ c = ln(sin

2

x+ 3) + c:

|

Poznámka 3. Pouèenie z predchádzajúceho príkladu mô¾eme voµne formulova» nasledovne

Ak

R

f(x) dx = F (x) + c, tak v príslu¹ných intervaloch platí

R

xf(x

2

) dx =

1

2

F (x

2

) + c;

R

f(ln x)

x

dx = F (lnx) + c;

R

f(arctg x)

1+x

2

dx = F (arctg x) + c;

R

f(

p

x)

p

x

dx = 2F (

p

x) + c;

R

f(sinx) cos x dx = F (sinx) + c;

R

f(tg x)

cos

2

x

dx = F (tg x) + c:

Ïal¹ie podobné vz»ahy si èitateµ mô¾e odvodi» sám.
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1.2.2 Cvièenia

Pou¾itím algebraickej úpravy (ak je potrebná) a substitúcie lineárnej funkcie vypoèítajte integrály.

19.

R

sin 3x dx. 20.

R

dx

5�3x

.

21.

R

e

3�2x

dx. 22.

R

3

p

3x� 2 dx.

23.

R

(4� 7x)

11

dx. 24.

R

dx

cos

2

5x

.

25.

R

dx

p

9�x

2

. 26.

R

dx

x

2

+16

.

Pou¾itím naznaèenej substitúcie vypoèítajte integrály.

27.

R

x dx

p

x

2

�4

; t = x

2

� 4.

28.

R

cos x

1+sin x

dx; t = sinx.

29.

R

p

cos

3

x sinx dx; t = cos x.

30.

R

xe

x

2

dx; t = x

2

.

31.

R

dx

x lnx

; t = lnx.

32.

R

x

2

p

x

3

+ 1 dx; t = x

3

+ 1.

33.

R

dx

p

x(x+4)

; t =

p

x

2

.

34.

R

xdx

1+x

4

; t = x

2

.

35.

R

dx

e

x

�1

; t = e

�x

.

36.

R

e

x

p

arctg e

x

1+e

2x

dx; t = arctg e

x

.

37.

R

dx

x

p

x

2

�1

; t =

1

x

.

38.

R

xdx

p

x+1

; t =

p

x+ 1.

Pou¾itím substituènej metódy vypoèítajte integrály.

39.

R

p

4x� 11 dx. 40.

R

6 dx

5�3x

.

41.

R

4x

4+x

2

dx. 42.

R

14 dx

(2x+3)

8

.

43.

R

10x(x

2

+ 7)

4

dx. 44.

R

xdx

p

3�x

2

.

45.

R

x

2

1+x

6

dx. 46.

R

x

5

p

4� x

2

dx.

47.

R

sin

6

x cos x dx. 48.

R

sin x

p

2+cosx

dx.

49.

R

dx

x

2

+2x+2

. 50.

R

dx

p

4x�4x

2

.

51.

R

e

1

x

x

2

dx. 52.

R

(x+ 2)e

x

2

+4x�5

dx.

53.

R

ln

4

x

x

dx. 54.

R

cos(lnx)

x

dx.
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55.

R

e

cos

2

x

sin 2x dx. 56.

R

cotg

p

x

p

x

dx.

57.

R

3

p

tg

2

x

cos

2

x

dx. 58.

R

dx

sin

2

x

p

cotg x�1

.

59.

R

2

x

p

1�4

x

dx. 60.

R

e

2x

4+e

x

dx.

61.

R

dx

(1+x

2

) arctg x

. 62.

R

3 dx

x

p

1�ln

2

x

.

1.2.3 Výsledky

19. �

1

3

cos 3x+ c. 20. �

1

3

ln j3x� 5j+ c.

21. �

1

2

e

3�2x

+ c. 22.

1

4

(3x� 2)

3

p

3x� 2 + c.

23. �

(4�7x)

12

84

+ c. 24.

1

5

tg 5x+ c.

25. arcsin

x

3

+ c. 26.

1

4

arctg

x

4

+ c.

27.

p

x

2

� 4 + c. 28. ln j1 + sinxj+ c.

29. �

2

5

p

cos

5

x+ c. 30.

1

2

e

x

2

+ c.

31. ln j lnxj+ c. 32.

2

9

p

(x

3

+ 1)

3

+ c.

33. arctg

p

x

2

+ c. 34.

1

2

arctg x

2

+ c.

35. ln je

�x

� 1j+ c. 36.

2

3

p

arctg

3

e

x

+ c.

37. arccos

1

x

+ c. 38.

2

3

p

(x+ 1)

3

� 2

p

x+ 1.

Vo výsledkoch nasledujúcich cvièení je e¹te pred výsledkom uvedená substitúcia, ktorou je mo¾né

integrál rie¹i».

39. t = 4x� 11; I =

1

6

p

(4x� 11)

3

+ c.

40. t = 5� 3x; I = �2 ln j5� 3xj+ c.

41. t = 4 + x

2

; I = 2 ln j4 + x

2

j+ c.

42. t = 2x+ 3; I =

1

(2x+3)

7

+ c.

43. t = x

2

+ 7; I = (x

2

+ 7)

5

+ c.

44. t = 3� x

2

; I = �

p

3� x

2

+ c.

45. t = 1 + x

6

; I =

1

3

arctg x

3

+ c.

46. t = 4� x

2

; I = �

5

12

5

p

(4� x

2

)

6

+ c.

47. t = sinx; I =

1

7

sin

7

x+ c.

48. t = 2 + cos x; I = �2

p

2 + cos x+ c.

49. t = x+ 1; I = arctg(x+ 1) + c.

50. t = 2x� 1; I =

1

2

arcsin(2x� 1) + c.

51. t =

1

x

; I = �e

1

x

+ c.

52. t = e

x

2

+4x�5

; I =

1

2

e

x

2

+4x�5

+ c.
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53. t = lnx; I =

1

5

ln

5

x+ c.

54. t = sin(lnx); I = sin(lnx) + c.

55. t = e

cos

2

x

; I = �e

cos

2

x

+ c.

56. t = sin

p

x; I = 2 ln j sin

p

xj+ c.

57. t = tg x; I =

3

5

3

p

tg

5

x+ c.

58. t = cotg x; I = �2

p

cotg x� 1 + c.

59. t = 2

x

; I =

arcsin 2

x

ln 2

+ c.

60. t = 4 + e

x

; I = e

x

� 4 ln j4 + e

x

j+ c.

61. t = arctg x; I = ln(arctg x) + c.

62. t = lnx; I = 3arcsin(lnx) + c.

1.2.4 Metóda per partes (integrovanie po èastiach)

Táto metóda je odvodená zo vz»ahu pre deriváciu súèinu funkcií a spoèíva v nasledovnom:

Nech funkcie u a v majú derivácie v intervale (a; b). Potom

Z

u

0

(x)v(x) dx = u(x)v(x)�

Z

u(x)v

0

(x) dx (1.6)

v intervale (a; b).

Ako je vidie», metóda sa pou¾íva na integrovanie súèinu funkcií. Jednu z nich zvolíme za u

0

, druhú

za v a výpoèet daného integrálu prevedieme na výpoèet iného integrálu. Pritom za funkciu u(x) volíme

µubovoµnú (èo najjednoduch¹iu) primitívnu funkciu k funkcii u

0

(x).

Príklad 8. Vypoèítame integrály

a)

R

xe

x

dx b)

R

2x

3

lnx dx c)

R

3x cos 5x dx.

Rie¹enie: a) Ide o integrál súèinu funkcií y = x a y = e

x

. Máme dve mo¾nosti ako po¾i» metódu:

u

0

= x v = e

x

u

0

= e

x

v = x

alebo

u =

x

2

2

v

0

= e

x

u = e

x

v

0

= 1

Po dosadení do 1.6 dostaneme v prvej mo¾nosti integrál

R

x

2

2

e

x

dx, ktorý je e¹te zlo¾itej¹í ako pôvodný,

pou¾itím druhej mo¾nosti dostaneme jednoduchý integrál

R

e

x

dx.

Z

xe

x

dx =

(

u

0

= e

x

v = x

u = e

x

v

0

= 1

)

= xe

x

�

Z

e

x

:1 dx =

= xe

x

� e

x

+ c = (x� 1)e

x

+ c:

b) Znova máme dve mo¾nosti voµby:

u

0

= 2x

3

v = lnx u

0

= lnx v = 2x

3

alebo

u =

x

4

2

v

0

=

1

x

u =? v

0

= 6x

2
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Pri druhej mo¾nosti je v tejto chvíli obtia¾ne vypoèíta» aj funkciu u =

R

lnx dx (pre rie¹enie pozri

poznámku na konci tejto èasti a tie¾ Cvièenia), preto zvolíme prvú mo¾nos»:

Z

2x

3

lnx dx =

(

u

0

= 2x

3

v = lnx

u =

x

4

2

v

0

=

1

x

)

=

x

4

2

lnx�

Z

x

4

2

1

x

dx =

=

x

4

2

lnx�

1

2

Z

x

3

dx =

x

4

2

lnx�

x

4

8

+ c:

c) Z dvoch mo¾ností zvolíme nasledovnú (odporúèame èitateµovi skúsi» druhú mo¾nos» a porovna»):

Z

3x cos 5x dx =

(

u

0

= cos 5x v = 3x

u =

sin 5x

5

v

0

= 3

)

=

3

5

x sin 5x�

Z

3

sin 5x

5

dx =

=

3

5

x sin 5x�

3

5

Z

sin 5x dx =

3

5

x sin 5x+

3

25

cos 5x+ c:

|

Ako voli» funkcie u

0

a v v metóde per partes, ak chceme by» úspe¹ní?

1. Nemal by by» problém vypoèíta» funkcie u(x) =

R

u

0

(x) dx a v

0

(x).

2. Integrál

R

u(x)v

0

(x) dx by mal by» µah¹í ako pôvodný integrál.

V ïal¹om príklade odporúèame èitateµovi preveri» správnos» voµby funkcií u

0

a v.

Príklad 9. Vypoèítame neurèité integrály

a)

R

x arctg x dx b)

R

5x cosh

x

2

dx c)

R

arcsinx dx

d)

R

(2x+

3

p

x) lnx dx e)

R

(x

2

+ 2x� 1) sin 3x dxf)

R

x

3

4

�

x

2

dx

g)

R

e

�x

sinx dx h)

R

cosx sin 3x dx i)

R

sin(lnx) dx.

Rie¹enie: a)

Z

x arctg x dx =

(

u

0

= x v = arctg x

u =

x

2

2

v

0

=

1

1+x

2

)

=

x

2

2

arctg x�

1

2

Z

x

2

1 + x

2

dx =

=

x

2

2

arctg x�

1

2

Z

1 + x

2

� 1

1 + x

2

dx =

x

2

2

arctg x�

1

2

�

Z

1 dx�

Z

dx

1 + x

2

�

=

=

x

2

2

arctg x�

1

2

(x� arctg x) + c =

1

2

�

(x

2

+ 1) arctg x� x

�

+ c:

b)

Z

5x cosh

x

2

dx =

(

u

0

= cosh

x

2

v = 5x

u = 2 sinh

x

2

v

0

= 5

)

=

= 10x sinh

x

2

� 10

Z

sinh

x

2

dx = 10x sinh

x

2

� 20 cosh

x

2

+ c:

c) V tomto príklade nejde o integrál súèinu, av¹ak integrovanú funkciu mô¾eme výhodne zapísa»

v tvare súèinu arcsinx = 1 �arcsin x! Pri poèítaní obdr¾aného integrálu pou¾ijeme substituènú metódu.

Odporúèame èitateµovi premyslie» si detaily.

Z

arcsinx dx =

(

u

0

= 1 v = arcsinx

u = x v

0

=

1

p

1�x

2

)

=
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= x arcsinx�

Z

x

p

1� x

2

dx

(t=1�x

2

)

= x arcsinx+

1

2

Z

dt

p

t

=

= x arcsinx+

p

1� x

2

+ c; x 2 (�1; 1):

d)

Z

(2x+

3

p

x) lnx dx =

(

u

0

= 2x+

3

p

x v = lnx

u = x

2

+

3x

4

3

4

v

0

=

1

x

)

=

=

 

x

2

+

3x

4

3

4

!

lnx�

Z

 

x

2

+

3x

4

3

4

!

1

x

dx =

=

 

x

2

+

3x

4

3

4

!

lnx�

Z

x dx�

3

4

Z

x

1

3

=

=

 

x

2

+

3

3

p

x

4

4

!

lnx�

x

2

2

�

�

3

4

�

2

3

p

x

4

+ c =

= x

2

�

lnx�

1

2

�

+

3

4

�

lnx�

3

4

�

3

p

x

4

+ c:

e) V tomto príklade budeme musie» pou¾i» metódu per partes opakovane dvakrát.

Z

(x

2

+ 2x� 1) sin 3x dx =

(

u

0

= sin3x v = x

2

+ 2x� 1

u = �

1

3

cos 3x v

0

= 2x+ 2

)

=

= �

1

3

(x

2

+ 2x� 1) cos 3x+

2

3

Z

(x+ 1) cos 3x dx =

=

(

u

0

= cos 3x v = x+ 1

u =

1

3

sin 3x v

0

= 1

)

=

= �

1

3

(x

2

+ 2x� 1) cos 3x+

2

3

�

1

3

(x+ 1) sin 3x�

1

3

Z

sin 3x dx

�

=

= �

1

3

(x

2

+ 2x� 1) cos 3x+

2

3

 

1

3

(x+ 1) sin 3x+

�

1

3

�

2

cos 3x

!

+ c =

=

 

�

x

2

3

�

2x

3

+

11

27

!

cos 3x+

2

9

(x+ 1) sin 3x+ c:

f) V tomto príklade musíme pou¾i» metódu opakovane trikrát. Voµbu u

0

a v vyznaèíme len prvýkrát

a necháme na èitateµa doplnenie ïal¹ích. Z technického hµadiska je výhodné prepísa» funkciu 4

�

x

2

=

�

4

�

1

2

�

x

=

�

1

2

�

x

.

Z

x

3

4

�2x

dx =

Z

x

3

�

1

2

�

x

dx =

8

<

:

u

0

=

�

1

2

�

x

v = x

3

u = �

1

ln 2

�

1

2

�

x

v

0

= 3x

2

9

=

;

=

= �

x

3

ln 2

�

1

2

�

x

+

3

ln 2

Z

x

2

�

1

2

�

x

dx =

= �

x

3

ln 2

�

1

2

�

x

+

3

ln2

 

�

x

2

ln 2

�

1

2

�

x

+

2

ln 2

Z

x

�

1

2

�

x

dx

!

=
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= �

x

3

ln 2

�

1

2

�

x

+

3

ln 2

0

@

�

x

2

ln 2

�

1

2

�

x

+

2

ln 2

0

@

�

x

�

1

2

�

x

ln 2

�

1

(ln 2)

2

�

1

2

�

x

1

A

1

A

+ c =

= �

�

1

2

�

x

 

x

3

ln 2

+

3x

2

(ln 2)

2

+

6x

(ln 2)

3

+

6

(ln 2)

4

!

+ c:

g) V tomto príklade pou¾ijeme metódu dvakrát, èo nám umo¾ní vyjadri» hµadaný integrál pomocou

neho samého. Z obdr¾anej rovnice ho potom vypoèítame. Poznamenajme e¹te, ¾e v tomto príklade

obidve voµby funkcií u

0

a v vedú k rie¹eniu.

Z

e

�x

sinx dx =

(

u

0

= sinx v = e

�x

u = � cosx v

0

= �e

�x

)

= �e

�x

cos x�

Z

e

�x

cos x =

=

(

u

0

= cos x v = e

�x

u = sinx v

0

= �e

�x

)

= �e

�x

cos x�

�

e

�x

sinx+

Z

e

�x

sinx dx

�

=

= �e

�x

(cos x+ sinx)�

Z

e

�x

sinx dx:

Ak oznaèíme hµadaný integrál symbolom I =

R

e

�x

sinx dx, tak sme dostali rovnicu I = �e

�x

(cos x+

sinx)� I, z ktorej vypoèítame

I = �

1

2

e

�x

(cos x+ sinx) + c:

h) Rie¹enie tohoto príkladu je podobné predchádzajúcemu.

Z

cos x sin 3x dx =

(

u

0

= cos x v = sin 3x

u = sinx v

0

= 3 cos 3x

)

=

= sinx sin 3x� 3

Z

sinx cos 3x dx =

(

u

0

= sinx v = cos 3x

u = � cos x v

0

= �3 sin 3x

)

=

= sinx sin 3x� 3(� cos x cos 3x� 3

Z

cos x sin 3x dx):

Po úprave, pri oznaèení I =

R

cos x sin 3x dx, dostávame rovnicu

I = sinx sin 3x+ 3 cos x cos 3x+ 9I, ktorej rie¹ením je

I = �

1

8

(sinx sin 3x+ 3 cos x cos 3x) + c:

i)

Z

sin(lnx) dx =

(

u

0

= 1 v = sin(lnx)

u = x v

0

= cos(lnx)

1

x

)

=

= x sin(lnx)�

Z

cos(lnx) dx =

(

u

0

= 1 v = cos(lnx)

u = x v

0

= � sin(lnx)

1

x

)

=

= x sin(lnx)�

�

x cos(lnx) +

Z

sin(lnx) dx

�

:

Po úprave, pri oznaèení I =

R

sin(lnx) dx, dostávame rie¹enie

I =

1

2

x (sin(lnx)� cos(lnx)) + c:
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|

Poznámka 4. Ako sme videli v èastiach c) a i), metódu mô¾eme pou¾i» aj vtedy, ak integrovaná

funkcia nie je súèinom dvoch funkcií. Vtedy za druhý èiniteµ pova¾ujeme kon¹tantu 1. Podobne sa

rie¹ia integrály

Z

lnx dx;

Z

arctg x dx;

Z

arctg x dx;

Z

arccos x dx:

V èastiach g), h) a i) sme videli, ¾e niekedy po pou¾ití metódy nedostaneme jednoduch¹í integrál,

ale podobný pôvodnému. Po opakovanom pou¾ití metódy vyjadríme pôvodný integrál pomocou neho

samého a z obdr¾anej rovnice ho vypoèítame.

Záver:

Metódu integrovania per partes pou¾ívame pri integáloch typu

R

P (x)f(x) dx, kde P (x) je mnohoèlen

(mô¾e by» aj P (x) = 1!), prípadne racionálna funkcia a f je trigonometrická alebo transcendentná

funkcia (exponenciálne, logaritmická, cyklometrická alebo hyperbolická). Pritom volíme:

1. u

0

= f a v = P , ak f je trigonometrická, exponenciálna alebo hyperbolická funkcia a postup

opakujeme n- krát, kde n je stupeò polynómu P .

2. u

0

= P a v = f , ak f je cyklometrická alebo logaritmická funkcia. Dostaneme tak integrál

z racionálnej alebo iracionálnej funkcie. Pre ich výpoèet pozri nasledujúcu èas».

Cvièenia

Pou¾ite naznaèenie metódy per partes na výpoèet integrálov.

63.

R

lnx dx; u

0

= 1; v = lnx.

64.

R

lnxdx

x

2

; u

0

=

1

x

2

; v = lnx.

65.

R

x cos x dx; u

0

= cos x; v = x.

66.

R

xe

�2x

dx; u

0

= e

�2x

; v = x.

67.

R

arccotg x dx; u

0

= 1; v = arccotg x.

68.

R

x

sin

2

x

dx; u

0

=

1

sin

2

x

; v = x.

69.

R

x cosx

sin

3

x

dx; u

0

=

cosx

sin

3

x

; v = x.

70.

R

x sinhx dx; u

0

= sinhx; v = x.

71.

R

p

1� x

2

dx; u

0

= 1; v =

p

1� x

2

.

72.

R

x tg

2

x dx; u

0

= tg

2

x; v = x.

Pou¾itím metódy per partes vypoèítajte integrály.

73.

R

x lnx dx. 74.

R

x sin 3x dx.

75.

R

5xe

�4x

dx. 76.

R

x arctg x dx.

77.

R

arccos x dx. 78.

R

x coshx dx.

79.

R

(2x+ 1) cos(

�

3

� 5x) dx. 80.

R

xdx

5

x

.

81.

R

lnx

p

x

dx. 82.

R

4x

3

ln(x

5

) dx.
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Opakovaným pou¾itím metódy per partes vypoèítajte integrály.

83.

R

x

2

sinx dx. 84.

R

e

x

cos 2x dx.

85.

R

(x

2

+ 5) cos x dx. 86.

R

x

2

sinhx dx.

87.

R

(x

2

� 2x+ 5)e

�x

dx. 88.

R

x ln

2

x dx.

89.

R

ln

2

x dx. 90.

R

e

�2x

sin

x

2

dx.

91.

R

sin(lnx) dx. 92.

R

x

2

e

3x

dx.

93.

R

(x

2

+ 5x+ 6) cos 2x dx. 94.

R

x

3

cos x dx.

1.2.5 Výsledky

63. x lnx� x+ c. 64. �

lnx

x

�

1

x

+ c.

65. x sinx+ cos x+ c. 66. �

1

2

xe

�2x

�

1

4

e

�2x

+ c.

67. x arccotg x+

1

2

ln(1 + x

2

) + c. 68. �x cotg x+ ln j sinxj+ c.

69. �

x

2 sin

2

x

�

1

2

cotg x+ c. 70. x cosh x� sinhx+ c.

71.

1

2

(x

p

1� x

2

+ arcsinx) + c. 72. x tg x+ ln j cos xj �

x

2

2

+ c.

Vo výsledkoch nasledujúcich cvièení je e¹te pred výsledkom uvedená voµba funkcie u

0

v metóde per

partes, ktorou je mo¾né integrál rie¹i». Funkciu v si èitateµ doplní.

73. u

0

= x; I =

1

2

x

2

lnx�

1

4

x

2

+ c.

74. u

0

= sin 3x; I = �

1

3

x cos 3x+

1

9

sin 3x+ c.

75. u

0

= e

�4x

; I = �

5

4

xe

�4x

�

5

16

e

�4x

+ c.

76. u

0

= x; I =

x

2

2

arctg x�

x

2

+

1

2

arctg x+ c.

77. u

0

= 1; I = x arccos x�

p

1� x

2

+ c.

78. u

0

= cosh x; I = x sinhx� coshx+ c.

79. u

0

= cos(

�

3

� 5x); I = �

2x+1

5

sin(

�

3

� 5x) +

2

25

cos(

�

3

� 5x) + c.

80. u

0

= 5

�x

; I = �

x5

�x

ln 5

�

5

�x

ln

2

5

+ c.

81. u

0

=

1

p

x

; I = 2

p

x lnx� 4

p

x+ c.

82. u

0

= 4x

3

; I = 5x

4

lnx�

5

4

x

4

+ c.

83. u

0

= sinx; I = �x

2

cos x+ 2x sinx+ 2 cos x+ c.

84. u

0

je jedno, I =

e

x

5

(cos 2x+ 2 sin 2x) + c.

85. u

0

= cos x; I = (x

2

+ 3) sinx+ 2x cos x+ c.

86. u

0

= sinhx; I = (x

2

+ 2) cosh x� 2x sinhx+ c.

87. u

0

= e

�x

; I = �e

�x

(x

2

+ 5) + c.

88. u

0

= x; I =

1

2

x

2

(ln

2

x� lnx) +

1

4

x

2

+ c.

89. u

0

= 1; I = x ln

2

x� 2x lnx+ 2x+ c.
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90. u

0

je jedno, I = �

8

17

e

�2x

(sin

x

2

+

1

4

cos

x

2

) + c.

91. u

0

= 1; I =

x

2

(sin(lnx)� cos(lnx)) + c.

92. u

0

= e

3x

; I =

e

3x

27

(9x

2

� 6x+ 2) + c.

93. u

0

= cos 2x; I =

2x

2

+10x+11

4

sin 2x+

2x+5

4

cos 2x+ c.

94. u

0

= cos x; I = (x

3

� 6x) sinx+ (3x

2

� 6) cos x+ c.

1.3 Integrovanie elementárnych funkcií

1.3.1 Integrovanie racionálnych funkcií

Zopakujme, ¾e racionálnou funkciou rozumieme podiel dvoch mnohoèlenov.

Integrovanie mnohoèlenov

Postup pri integrovaní mnohoèlenu vyplýva zo vz»ahu (1.3) a integrálu mocninnej funkcie.

Príklad 10. Vypoèítame

R

(5x

7

� 12x

3

+ 3x

2

� 9) dx.

Rie¹enie:

Z

(5x

7

� 12x

3

+ 3x

2

� 9) dx =

= 5

Z

x

7

dx� 12

Z

x

3

dx+ 3

Z

x

2

dx� 9

Z

1 dx =

=

5

8

x

8

� 3x

4

+ x

3

� 9x+ c:

|

Integrovanie rýdzo racionálnych funkcií

Ka¾dú rýdzo racionálnu funkciu mô¾eme vyjadri» v tvare súètu elementárnych zlomkov ([H], èas»

6.4.2). Preto k integrovaniu rýdzo racionálnych funkcií staèí vedie» integrova» v¹etky ¹tyri typy ele-

mentárnych zlomkov.

a) Integrál prvého typu zlomkov prevedieme jednoduchou úpravou na základný integrál:

Z

a

x� r

dx

(t=x�r)

= a

Z

dt

t

= a ln jtj+ c = a ln jx� rj+ c:

|

Príklad 11. Vypoèítame

R

3

2�5x

dx.

Rie¹enie:

Z

3

2� 5x

dx = �

3

5

Z

dx

x�

2

5

(t=x�

2

5

)

= �

3

5

ln

�

�

�

�

x�

2

5

�

�

�

�

+ c:

|

b) Integrál druhého typu zlomkov rie¹ime analogicky. Pre n > 1

Z

a

(x� r)

n

dx

(t=x�r)

= a

Z

t

�n

dt = a

t

�n+1

�n+ 1

+ c =

a

(1� n)(x� r)

n�1

+ c:
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Príklad 12. Vypoèítame

R

8

(2x+3)

4

dx.

Rie¹enie:

Z

8

(2x+ 3)

4

dx = 8

Z

dx

2

4

(x+

3

2

)

4

(t=x+

3

2

)

=

1

2

Z

t

�4

dt =

=

1

2

�

t

�3

�3

+ c = �

1

6(x+

3

2

)

3

+ c:

|

c) Tretí typ zlomku

ax+b

x

2

+px+q

, kde p

2

� 4q < 0, integrujeme nasledovne:

1. Algebraickými úpravami rozdelíme zlomok na dva zlomky, ktorých menovatele sú zhodné s me-

novateµmi pôvodného zlomku. Èitateµ prvého je lineárna funkcia, ktorá je èíselným násobkom

derivácie menovateµa a èitateµ druhého je èíslo:

ax+ b

x

2

+ px+ q

=

a

2

(2x+ p)

x

2

+ px+ q

+

b�

ap

2

x

2

+ px+ q

:

2. Prvý zlomok integrujeme nasledovne:

Z

a

2

(2x+ p)

x

2

+ px+ q

dx

(t=x

2

+px+q)

=

a

2

Z

dt

t

=

a

2

ln(x

2

+ px+ q) + c:

Preèo netreba v poslednom logaritme písa» absolútnu hodnotu?

3. Integrál druhého zlomku úpravami a substitúciou prevedieme na

R

dt

t

2

+1

.

Príklad 13. Vypoèítame integrál

R

3x�1

x

2

+4x+10

dx.

Rie¹enie:

1. Najskôr upravíme integrovaný zlomok na súèet dvoch zlomkov s popísanými vlastnos»ami

3x� 1

x

2

+ 4x+ 10

=

3

2

(2x+ 4)

x

2

+ 4x+ 10

+

�7

x

2

+ 4x+ 10

:

2. Poèítame prvý integrál

3

2

Z

2x+ 4

x

2

+ 4x+ 10

dx

(t=x

2

+4x+10)

=

3

2

Z

dt

t

=

3

2

ln jtj+ c =

=

3

2

ln(x

2

+ 4x+ 10) + c:

3. Poèítame druhý integrál

Z

�7

x

2

+ 4x+ 10

dx = �7

Z

dx

x

2

+ 4x+ 10

= �7

Z

dx

(x+ 2)

2

+ 6

=

= �

7

6

Z

dx

�

x+2

p

6

�

2

+ 1

=

(t=

x+2

p

6

)

= �

7

6

Z

p

6dt

t

2

+ 1

=

= �

7

p

6

arctg t+ c = �

7

p

6

arctg

x+ 2

p

6

+ c:

Výsledok je súètom obidvoch integrálov:

Z

3x� 1

x

2

+ 4x+ 10

dx =

3

2

ln(x

2

+ 4x+ 10) �

7

p

6

arctg

x+ 2

p

6

+ c:
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|

d) Integrály zo zlomkov ¹tvrtého typu

ax+b

(x

2

+px+q)

n

pre n > 1 sa poèítajú zlo¾itou rekurentnou

metódou. Pre výsledné vz»ahy pozri [E], èas» Integrovanie racionálnych funkcií.

Príklad 14. Vypoèítame integrál

R

4x

3

�14x

2

+28x�7

(x�2)

2

(x

2

�2x+5)

dx.

Rie¹enie: Úlohu budeme rie¹i» v niekoµkých krokoch.

1. Integrovanú rýdzo racionálnu funkciu rozlo¾íme na elementárne zlomky

4x

3

� 14x

2

+ 28x� 7

(x� 2)

2

(x

2

� 2x+ 5)

=

2

x� 2

+

5

(x� 2)

2

+

2x� 3

x

2

� 2x+ 5

:

2. Integrujeme prvý integrál

Z

2

x� 2

dx = 2 ln jx� 2j+ c:

3. Integrujeme druhý integrál

Z

5

(x� 2)

2

dx = �

5

x� 2

+ c:

4. Podobne ako v predchádzajúcom príklade integrujeme tretí integrál. Podrobnosti necháme na

èitateµa.

Z

2x� 3

x

2

� 2x+ 5

dx =

Z

�

2x� 2

x

2

� 2x+ 5

�

1

x

2

� 2x+ 5

�

dx =

= ln(x

2

� 2x+ 5)�

1

4

Z

dx

(x� 1)

2

+ 4

=

= ln(x

2

� 2x+ 5)�

1

4

Z

dx

�

x�1

2

�

2

+ 1

=

= ln(x

2

� 2x+ 5)�

1

2

arctg

�

x� 1

2

�

+ c:

5. Sèítame v¹etky vypoèítané integrály

Z

4x

3

� 14x

2

+ 28x� 7

(x� 2)

2

(x

2

� 2x+ 5)

dx =

= 2 ln jx� 2j �

5

x� 2

+ ln(x

2

� 2x+ 5)�

1

2

arctg

�

x� 1

2

�

+ c:

|

Integrovanie racionálnych funkcií

Pri integrovaní racionálnych funkcií vyu¾ívame známy fakt (pozri [H]):

Ka¾dá racionálna funkcia sa dá vyjadri» ako súèet mnohoèlena a rýdzo racionálnej funkcie.

Príklad 15. Vypoèítame integrál

R

x

8

+11x

6

+15x

4

+3x

3

+12x

2

�18x+27

x

5

+9x

3

dx.



1.3. INTEGROVANIE ELEMENTÁRNYCH FUNKCIÍ 27

Rie¹enie:

1. Danú racionálnu funkciu rozlo¾íme na súèet mnohoèlena a rýdzo racionálnej funkcie. Rozklad

menovateµa na súèin je x

3

(x

2

+ 9). Dostávame

x

8

+ 11x

6

+ 15x

4

+ 3x

3

+ 12x

2

� 18x + 27

x

5

+ 9x

3

=

= x

3

+ 2x+

1

x

�

2

x

2

+

3

x

3

�

4x� 5

x

2

+ 9

:

2. Integrál mnohoèlena je jednoduchý

R

(x

3

+ 2x) dx =

x

4

4

+ x

2

+ c.

3. Integrály prvých troch zlomkov sú jednoduché, integrál posledného je

Z

4x� 5

x

2

+ 9

dx = 2

Z

2x

x

2

+ 9

dx� 5

Z

dx

x

2

+ 9

= 2 ln(x

2

+ 9)�

5

3

arctg

x

3

+ c:

4. Výsledok je súètom v¹etkých integrálov

Z

x

8

+ 11x

6

+ 15x

4

+ 3x

3

+ 12x

2

� 18x+ 27

x

5

+ 9x

3

dx =

=

x

4

4

+ x

2

+ ln jxj+

2

x

�

3

2x

2

� 2 ln(x

2

+ 9) +

5

3

arctg

x

3

+ c:

|

Cvièenia

Vypoèítajte integrály rýdzo racionálnych funkcií.

95.

R

dx

x

2

+2x

. 96.

R

dx

x

2

�1

.

97.

R

dx

x

3

+x

. 98.

R

dx

(x�1)(x+2)(x+3)

.

99.

R

dx

x(x+1)

2

. 100.

R

2x

2

+41x�91

(x�1)(x+3)(x�4)

dx.

101.

R

2 dx

x

2

+2x+5

. 102.

R

dx

3x

2

+5

.

103.

R

dx

x

3

+1

dx. 104.

R

dx

x

3

+x

2

+x

.

Vypoèítajte integrály racionálnych funkcií.

105.

R

x

2

�5x+9

x

2

�5x+6

dx. 106.

R

5x

3

+2

x

3

�5x

2

+4x

dx.

107.

R

x

2

dx

x

2

�6x+10

. 108.

R

x

3

+x+1

x(x

2

+1)

dx.

109.

R

(x�1)

2

x

2

+3x+4

dx. 110.

R

x

4

x

4

�1

dx.

111.

R

2x�3

(x

2

�3x+2)

2

dx. 112.

R

x

3

+x�1

x(x

2

+1)

dx.
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Výsledky

95.

1

2

ln

�

�

�

x

x+2

�

�

�

+ c. 96. ln

r

�

�

�

x�1

x+1

�

�

�

+ c.

97. ln jxj �

1

2

ln(x

2

+ 1) + c. 98.

1

12

ln

�

�

�

(x�1)(x+3)

2

(x+2)

4

�

�

�

+ c.

99.

1

x+1

+ ln

�

�

�

x

x+1

�

�

�

+ c. 100. ln

�

�

�

(x�1)

4

(x�4)

5

(x+3)

7

�

�

�

+ c.

101. arctg

x+1

2

+ c. 102.

1

p

15

arctg

�

q

3

5

x

�

+ c.

103.

1

6

ln

(x+1)

2

x

2

�x+1

+

1

p

3

arctg

2x�1

p

3

+ c.

104.

1

2

ln

x

2

x

2

+x+1

�

1

p

3

arctg

2x+1

p

3

+ c.

105. x+ 3 ln jx� 3j � 3 ln jx� 2j+ c.

106. 5x+ ln

�

�

�

�

p

x(x�4)

161

6

(x�1)

7

3

�

�

�

�

+ c.

107. x+ 3 ln(x

2

� 6x+ 10) + 8 arctg(x� 3) + c.

108. x+ ln

�

�

�

x

p

x

2

+1

�

�

�

+ c.

109. x�

5

2

ln(x

2

+ 3x+ 4) +

9

p

7

arctg

2x+3

p

7

+ c.

110. x+

1

4

ln

�

�

�

x�1

x+1

�

�

�

�

1

2

arctg x+ c.

111. �

1

2(x

2

�3x+2)

2

+ c.

112. x+ ln

p

x

2

+1

jxj

+ c.

1.3.2 Integrovanie trigonometrických funkcií

Pri integrovaní trigonometrických funkcií je väè¹inou viac mo¾ností ako postupova». Integrál z µubo-

voµnej racionálnej funkcie z funkcií sin a cos, t.j. funkcie obsahujúcej algebraické operácie (sèitanie,

odèítanie, násobenie a delenie) a funkcie sin a cos (a teda aj tg a cotg), mô¾eme pomocou substitúcie

t = tg

x

2

; x 2 (��; �);

previes» na integrál z racionálnej funkcie. Postupujeme pritom tak, ¾e vyjadríme inverznú funkciu, jej

diferenciál dx a tie¾ funkcie sinx a cosx s pomocou premennej t

x = 2arctg t; dx =

2 dt

1 + t

2

; sinx =

2t

1 + t

2

; cos x =

1� t

2

1 + t

2

:

Príklad 16. Vypoèítame

R

1+tg x

1�tg x

dx.

Rie¹enie: Skôr ne¾ zaèneme poèíta», uvedomme si, ¾e úlohu mô¾eme rie¹i» v µubovoµnom intervale,

v ktorom je integrovaná funkcia de�novaná, t.j. v µubovoµnom intervale (�

�

2

+k�;

3�

4

)+k� alebo (

3�

4

+
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k�;

�

2

+k�), k 2 Z. Integrál upravíme a prevedieme spomínanou substitúciou na integrál z racionálnej

funkcie.

Z

1 + tg x

1� tg x

dx =

Z

cosx+sinx

cos x

cosx�sinx

cos x

dx =

Z

cosx+ sinx

cosx� sinx

dx =

Z

1�t

2

1+t

2

+

2t

1+t

2

1�t

2

1+t

2

�

2t

1+t

2

2 dt

1 + t

2

=

Z

2t

2

� 4t� 2

(t

2

+ 1)(t

2

+ 2t� 1)

dt:

Rýdzo racionálnu funkciu v poslednom integrále rozlo¾íme na súèet elementárnych zlomkov

2t

2

� 4t� 2

(t

2

+ 1)(t

2

+ 2t� 1)

=

2t

t

2

+ 1

�

1

t+ 1 +

p

2

�

1

t+ 1�

p

2

a tieto integrujeme.

Z

2t

2

� 4t� 2

(t

2

+ 1)(t

2

+ 2t� 1)

dt =

Z

2t

t

2

+ 1

dt�

Z

dt

t+ 1 +

p

2

�

Z

dt

t+ 1�

p

2

=

ln(t

2

+ 1)� ln jt+ 1 +

p

2j � ln jt+ 1�

p

2j = ln

�

�

�

�

�

t

2

+ 1

t

2

+ 2t� 1

�

�

�

�

�

+ c:

Výpoèet ukonèíme spätnou substitúciou premennej t na pôvodnú premennú x.

Z

1 + tg x

1� tg x

dx = ln

�

�

�

�

�

tg

2

x

2

+ 1

tg

2

x

2

+ 2 tg

x

2

� 1

�

�

�

�

�

+ c:

Poznamenajme e¹te, ¾e tento výsledok platí v µubovoµnom intervale, v ktorom je integrovaná funkcia

de�novaná. |

Substitúciu

t = tg

x

2

; x 2 (��; �)

je mo¾né pou¾i» pri integrále z µubovoµnej racionálnej funkcie z funkcií sinx a cos x, táto v¹ak vedie

èasto ku integrálom z komplikovaných racionálnych funkcií a je mo¾né ho v ¹peciálnych prípadoch

zjednodu¹i». Uvedieme tu niektoré mo¾nosti a èitateµovi so záujmom o ïal¹ie odporúèame [1], [3], [4].

Èasto je mo¾né pou¾i» substitúciu

t = tg x; x 2

�

�

�

2

;

�

2

�

;

potom

x = arctg t; dx =

dt

1 + t

2

; sinx =

t

p

1 + t

2

; cos x =

1

p

1 + t

2

:

Táto substitúcia (ak je mo¾né ju po¾i») vedie väè¹inou k integrálu z jednoduch¹ej racionálnej funkcie.

Odporúèame èitateµovi vyrie¹i» predchádzajúci príklad pomocou substitúcie t = tg x.

Neurèitý integrál

Z

sin

n

x cos

m

x dx;

kde n a m sú celé èísla a aspoò jedno z nich je nepárne. Tento integrál úpravou a substitúciou t = cos x,

ak n je nepárne alebo t = sinx, ak m je nepárne prevedieme na integrál z racionálnej funkcie.

Príklad 17. Vypoèítame integrál

R

1

cos

3

x

dx.
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Rie¹enie: V integrovanej funkcii sa vyskytuje len funkcia cos x a to v nepárnej mocnine (cos

�3

x).

Preto úpravou a substitúciou t = sinx, kde dt = cos x dx a cos

2

x = 1� t

2

, dostávame

Z

1

cos

3

x

dx =

Z

cosx

cos

4

x

dx =

Z

dt

(1� t

2

)

2

:

Posledný integrál z rýdzoracionálnej funkcie rie¹ime rozkladom na elementárne zlomky

Z

dt

(1� t

2

)

2

dt =

1

4

Z

�

1

(1 + t)

2

+

1

1 + t

+

1

(1� t)

2

+

1

1� t

�

dt =

=

1

4

�

�

1

1 + t

+ ln j1 + tj+

1

1� t

� ln j1� tj

�

+ c =

=

1

4

�

2t

t

2

� 1

+ ln

�

�

�

�

1 + t

1� t

�

�

�

�

�

+ c:

Po spätnej substitúcii dostávame výsledok

Z

1

cos

3

x

dx =

1

4

�

�

2 sinx

cos

2

x

+ ln

�

�

�

�

1 + sinx

1� sinx

�

�

�

�

�

+ c:

|

Neurèité integrály

Z

sinmx cosnxdx;

Z

sinmx sinnxdx;

Z

cosmx cosnxdx

kdem a n sú prirodzené èísla prevedieme na jednoduché integrály pomocou trigonometrických vz»ahov

sin� sin� =

1

2

(cos(�� �)� cos(�+ �)) ;

cos� cos � =

1

2

(cos(�� �) + cos(�+ �)) ;

sin� cos � =

1

2

(sin(�� �) + sin(� + �)) :

Príklad 18. Vypoèítame

R

sin 2x cos 5x dx.

Rie¹enie: Pou¾ijeme vy¹¹ie uvedený vzorec pre � = 2x a � = 5x.

Z

sin 2x cos 5x dx =

1

2

Z

(sin(�3x) + sin 7x) dx =

= �

1

2

Z

(sin 3x+ sin 7x) dx =

1

6

cos 3x�

1

14

cos 7x+ c:

|
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Cvièenia

Vypoèítajte integrály trigonometrických funkcií.

113.

R

sin

3

x cos x dx. 114.

R

cos

5

2x sin 2x dx.

115.

R

tg 4x dx. 116.

R

cos

2

2x dx.

117.

R

cos

5

x dx. 118.

R

dx

sin x

.

119.

R

sin

3

x

cos

4

x

dx. 120.

R

dx

sin x cos

3

x

.

121.

R

cotg

3

x dx. 122.

R

sin x�cosx

sin x+cosx

dx.

123.

R

dx

5�3 cosx

. 124.

R

cos x

1+cos x

dx.

125.

R

sinx

1�sin x

dx. 126.

R

dx

sin x+cosx

.

127.

R

dx

cos x+2 sin x+3

. 128.

R

sin 3x sin 5x dx.

129.

R

sin

x

4

cos

3x

4

dx. 130.

R

sinx sin 2x sin 3x dx.

131.

R

cosh

3

x dx. 132.

R

tgh x dx.

Výsledky

113.

1

4

sin

4

x+ c. 114. �

cos

6

x

12

+ c.

115. �

1

4

ln j cos 4xj+ c. 116.

x

2

+

sin 4x

8

+ c.

117. sinx�

2

3

sin

3

x+

1

5

sin

5

x+ c. 118. ln

�

�

tg

x

2

�

�

+ c.

119.

1

3 cos

3

x

�

1

cosx

+ c. 120.

1

2 cos

2

x

+ ln j tg xj+ c.

121. �

1

2 sin

2

x

� ln j sinxj+ c.

122. � ln j sinx+ cos xj+ c.

123.

1

2

arctg

�

2 tg

x

2

�

+ c.

124. x� tg

x

2

+ c.

125. �x+ tg x+

1

cosx

+ c.

126.

1

p

2

ln

�

�

tg

�

x

2

+

�

8

�

�

�

+ c.

127. arctg

�

1 + tg

x

2

�

+ c.

128. �

sin 8x

16

+

sin 2x

4

+ c.

129. �

cosx

2

+ cos

x

2

+ c.

130. �

cos 2x

8

�

cos 4x

16

+

cos 6x

24

+ c.

131.

sinh

3

x

3

+ sinhx+ c.

132. ln j cosh xj+ c.
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1.3.3 Integrovanie iracionálnych funkcií

Odmocnina z lineárnej lomenej funkcie

Ak máme integrova» funkciu, v ktorej sa okrem algebraických operácií vyskytuje odmocnina z line-

árnej lomenej funkcie (¹peciálne z lineárnej funkcie), t.j.

n

q

ax+b

cx+d

(¹peciálne

n

p

ax+ b), tak pou¾ijeme

substitúciu t = '(x) =

n

q

ax+b

cx+d

(t =

n

p

ax+ b). Pri tejto substitúcii je technicky výhodné vyjadri» inverznú funkciu x = '

�1

(t) a

dx =

�

'

�1

�

0

(t) dt. V¹etky tieto vz»ahy dosadíme do rie¹eného integrálu, ktorý tak prevedieme na

integrál z racionálnej funkcie premennej t.

Príklad 19. Vypoèítame integrál

R

p

3x+4

x�

p

3x+4

dx.

Rie¹enie: V tomto príklade pou¾ijeme substitúciu t =

p

3x+ 4; x 2 (�

4

3

;1) a vyjadríme

inverznú funkciu x =

t

2

�4

3

a tie¾ dx =

2t

3

dt. Dosadením dostávame integrál z racionálnej funkcie

premennej t

I =

Z

t

t

2

�4

3

� t

�

2t

3

�

dt = 2

Z

t

2

dt

t

2

� 3t� 4

= 2

Z

�

1 +

3t+ 4

t

2

� 3t� 4

�

dt:

Rýdzo racionálnu funkciu v integrále rozlo¾íme na súèet elementárnych zlomkov.

3t+ 4

t

2

� 3� 4

=

16

5

t� 4

�

1

5

t+ 1

a pokraèujeme v integrovaní

I = 2

�

t+

16

5

ln jt� 4j �

1

5

ln jt+ 1j

�

+ c:

Nakoniec výsledok vyjadríme v termínoch premennej x.

I = 2

�

p

3x+ 4 +

16

5

ln j

p

3x+ 4� 4j �

1

5

ln j

p

3x+ 4 + 1j

�

+ c:

|

V prípade, ¾e sa v integrovanej funkcii vyskytujú dve rôzne odmocniny

n

q

ax+b

cx+d

a

m

q

ax+b

cx+d

, pou¾ijeme

substitúciu t =

k

q

ax+b

cx+d

, kde k je najmen¹í spoloèný násobok èísel m a n. Podobne postupujeme aj

vtedy, ak sa vyskytuje viac odmocnín z tej istej lineárnej lomenej funkcie.

Príklad 20. Vypoèítame integrál

R

4

p

x

3

p

x+

p

x

dx.

Rie¹enie: Najmen¹í spoloèný násobok èísel 2; 3 a 4 je èíslo 12. Preto pou¾ijeme substitúciu

t =

12

p

x, vyjadríme x = t

12

a dx = 12t

11

dt. Ïalej uvá¾ime, ¾e

p

x = t

6

,

3

p

x = t

4

a

4

p

x = t

3

a

dosadíme do pôvodného integrálu

I =

Z

4

p

x

3

p

x+

p

x

dx =

Z

t

3

t

4

+ t

6

12t

11

dt = 12

Z

t

10

1 + t

2

dt:

Posledný integrál (z racionálnej funkcie) rozlo¾íme na súèet mnohoèlena a rýdzo racionálnej funkcie a

zintegrujeme

I = 12

�

Z

(t

8

� t

6

+ t

4

� t

2

+ 1) dt �

Z

1

t

2

+ 1

dt

�

=
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= 12

 

t

9

9

�

t

7

7

+

t

5

5

�

t

3

3

+ t� arctg t

!

+ c =

= 12

 

12

p

x

9

9

�

12

p

x

7

7

+

12

p

x

5

5

�

12

p

x

3

3

+

12

p

x� arctg

12

p

x

!

+ c:

|

Odmocnina z kvadratickej funkcie

Ak máme integrova» funkciu, v ktorej sa okrem algebraických operácií vyskytuje odmocnina z kvad-

ratickej funkcie

p

ax

2

+ bx+ c, postupujeme nasledovne:

1. Doplnením na ¹tvorec a algebraickými úpravami a substitúciou prevedieme daný výraz na nie-

ktorý z výrazov

p

r

2

� u

2

,

p

r

2

+ u

2

alebo

p

u

2

� r

2

.

2. Pou¾itím substitúcií

u = r sin t pre

p

r

2

� u

2

u = r tg t pre

p

r

2

+ u

2

u =

r

cos t

pre

p

u

2

� r

2

prevedieme daný integrál na integrál z trigonometrickej funkcie.

Príklad 21. Vypoèítame

R

p

4x

2

� 8x+ 5 dx.

Rie¹enie: Upravíme

p

4x

2

� 8x+ 5 =

p

(2x� 2)

2

+ 1 a zvolíme u = 2x� 2. Potom du = 2 dx a

I =

Z

p

4x

2

� 8x+ 5 dx =

Z

p

u

2

+ 1

du

2

:

Pou¾ijeme substitúciu u = tg t; t 2 (�

�

2

;

�

2

) a poèítame

I =

1

2

Z

q

tg

2

t+ 1

1

cos

2

t

dt =

1

2

Z

q

sin

2

t+cos

2

t

cos

2

t

cos

2

t

dt =

1

2

Z

1

cos

3

t

dt:

Tento integrál sme u¾ poèítali v Príklade 17

I =

1

2

Z

1

cos

3

t

dt =

1

8

�

2 sin t

cos

2

t

+ ln

�

�

�

�

1 + sin t

1� sin t

�

�

�

�

�

+ c:

Pre spätnú substitúciu potrebujeme vyjadri» sin t a cos t pomocou u. To spravíme umocnením substi-

tuènej rovnice u = tg t, úpravou a vyjadrením

u

2

=

sin

2

x

1� sin

2

x

; sin t =

u

p

1 + u

2

; cos t =

1

p

1 + u

2

:

Po spätnej substitúcii dostávame

I =

1

8

 

2u

p

1 + u

2

+ ln

�

�

�

�

�

p

1 + u

2

+ u

p

1 + u

2

� u

�

�

�

�

�

!

=

=

1

8

�

2u

p

1 + u

2

+ ln(

p

1 + u

2

+ u)

2

�

+ c:
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Nakoniec prejdeme k premennej x (u = 2x� 2).

I =

1

2

(x� 1)

p

4x

2

� 8x+ 5 +

1

4

ln(

p

4x

2

� 8x+ 5 + 2x� 2) + c:

|

Príklad 22. Vypoèítame integrál

R

(x�1)

2

p

8+2x�x

2

dx.

Rie¹enie:

1. Upravíme

p

8 + 2x� x

2

=

p

9� (x� 1)

2

a zvolíme u = x�1. Potom mô¾eme písa» (Uvedomme

si, ¾e du = dx!)

I =

Z

(x� 1)

2

p

8 + 2x� x

2

dx =

Z

u

2

p

9� u

2

du:

2. Pou¾ijeme substitúciu podµa návodu

u = 3 sin t; t 2

�

�

�

2

;

�

2

�

:

Potom du = 3 cos t dt a

p

9� u

2

=

q

9� 9 sin

2

t =

p

9 cos

2

t = 3 cos t:

(Preèo nie

p

9� u

2

= �3 cos t ?) Dosadíme, v úprave pou¾ijeme trigonometrickú identitu sin

2

t =

1�cos 2t

2

a integrujeme.

I =

Z

9 sin

2

t

3 cos t

3 cos t dt = 9

Z

sin

2

t dt = 9

Z

1� cos 2t

2

dt =

=

9

2

�

t�

sin 2t

2

�

=

9

2

(t� sin t cos t) =

9

2

 

arcsin

u

3

�

u

3

p

9� u

2

3

!

=

=

9

2

arcsin

�

x� 1

3

�

�

(x� 1)

2

p

8 + 2x� x

2

+ c:

|

Poznámka 5. Integrály obsahujúce odmocninu z kvadratickej funkcie je mo¾né rie¹i» tie¾ inými

typmi substitúcií ([E], [I], [K]). Niekedy je mo¾né pri integrovaní tohoto typu funkcií pou¾i» metódu

per partes.

Príklad 23. Vypoèítame integrál

R

p

1 + x

2

dx.

Rie¹enie: Metódou per partes dostávame

I =

Z

p

1 + x

2

dx = x

p

1 + x

2

�

Z

x

2

p

1 + x

2

dx =

= x

p

1 + x

2

�

Z

1 + x

2

� 1

p

1 + x

2

dx = x

p

1 + x

2

� I +

Z

dx

p

1 + x

2

:

Posledný integrál je jeden zo základných. Prièítaním hodnoty integrálu I k obidvom stranám rovnice

a vydelením dvomi dostávame

I =

1

2

�

x

p

1 + x

2

+ ln(x+

p

1 + x

2

)

�

+ c:

|
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Cvièenia

Vypoèítajte integrály iracionálnych funkcií.

133.

R

p

x

1+

p

x

dx. 134.

R

dx

(2�x)

p

1�x

.

135.

R

p

x

x+2

dx. 136.

R

dx

1+

3

p

x

.

137.

R

p

x

1�

3

p

x

dx. 138.

R

dx

x

p

x�4

.

139.

R

q

1+x

1�x

dx. 140.

R

q

1+x

1�x

1

(1�x)(1+x)

2

dx.

141.

R

dx

p

(x�2)

3

(x�3)

. 142.

R

dx

p

3�2x�5x

2

.

143.

R

x�1

p

x

2

�2x+2

dx. 144.

R

dx

(9+x

2

)

p

9+x

2

.

145.

R

p

3� 2x� x

2

dx. 146.

R

2x+1

p

x

2

+x

dx.

147.

R

p

x

2

+2x

x

dx. 148.

R

dx

p

25+9x

2

.

149.

R

3dx

p

9x

2

�1

. 150.

R

dx

x

2

p

9�x

2

.

Výsledky

133. x� 2

p

x+ 2 ln(

p

x+ 1) + c.

134. �2 arctg

p

1� x+ c.

135. 2

p

x� 2

p

2 arctg

q

x

2

+ c.

136. 3

�

3

p

x

2

2

�

3

p

x+ ln j1 +

3

p

xj

�

+ c.

137. �6

6

p

x� 2

p

x�

6

5

6

p

x

5

�

6

7

6

p

x

7

� 3 ln

�

�

�

6

p

x�1

6

p

x+1

�

�

�

+ c.

138. arctg

�

p

x�4

2

�

+ c.

139. arcsinx�

p

1� x

2

+ c.

140.

x

p

1�x

2

+ c.

141. 2

q

x�3

x�2

+ c.

142.

1

p

5

arcsin

5x+1

4

+ c.

143.

p

x

2

� 2x+ 2 + c.

144.

x

9

p

9+x

2

+ c.

145.

x+1

2

p

3� 2x� x

2

+ 2arcsin

x+1

2

+ c.

146. 2

p

x

2

+ x+ c.

147.

p

x

2

+ 2x+ ln jx+ 1 +

p

x

2

+ 2xj+ c.
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148.

1

3

ln j3x+

p

25 + 9x

2

j+ c.

149. ln j3x+

p

9x

2

� 1j+ c.

150. �

p

9�x

2

9x

+ c.

1.3.4 Integrovanie transcendetných funkcií

Transcendentné funkcie integrujeme podµa okolností buï metódou substituènou alebo metódou per

partes (podrobnosti sú v závere prechádzajúcej èasti). Pri rie¹ení je èasto potrebné opakovane kombi-

nova» obidve metódy.

Príklad 24. Vypoèítame integrál I =

R

x

3

�

e

�x

4

+ arccotg x

�

dx.

Rie¹enie: Daný integrál rozdelíme na dva. Prvý poèítame pomocou substituènej metódy, druhý

metódou per partes.

Z

x

3

e

�x

4

dx

t=�x

4

= �

1

4

Z

e

t

dt = �

1

4

e

�x

4

+ c;

Z

x

3

arccotg x =

(

u

0

= x

3

v = arccotg x

u =

x

4

4

v

0

= �

1

1+x

2

)

=

x

4

4

arccotg x+

1

4

Z

x

4

dx

1 + x

2

:

Posledný integrál z racionálnej funkcie poèítame rozkladom na mnohoèlen a rýdzo racionálnu funkciu

Z

x

4

dx

1 + x

2

=

Z

�

x

2

� 1 +

1

1 + x

2

�

dx =

x

3

3

� x� arccotg x+ c:

Poznamenajme, ¾e namiesto � arccotg x sme mohli tie¾ písa» + arctg x. Celkový výsledok je súètom

obidvoch integrálov

I = �

1

4

e

�x

4

+

x

4

4

arccotg x+

1

4

 

x

3

3

� x� arccotg x

!

+ c:

|

Príklad 25. Vypoèítame integrál I =

R

�

4 cosh

2

x�

x arcsinx

p

1�x

2

�

dx.

Rie¹enie: Daný integrál vypoèítame ako rozdiel dvoch integrálov.

I

1

=

Z

4 cosh

2

x dx =

Z

4

 

e

x

+ e

�x

2

!

2

=

Z

(e

2x

+ 2 + e

�2x

) dx =

=

e

2x

2

+ 2x�

e

�2x

2

= sinhx+ 2x+ c:

Druhý integrál rie¹ime metódou per partes.

I

2

=

Z

x arcsinx

p

1� x

2

dx =

(

u

0

=

x

p

1�x

2

v = arcsinx

u = �

p

1� x

2

v

0

=

1

p

1�x

2

)

=

= �

p

1� x

2

arcsinx+

Z

1 dx = x�

p

1� x

2

arcsinx+ c:

Nakoniec

I = I

1

� I

2

= sinhx+ x+

p

1� x

2

arcsinx+ c:

|
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1.3.5 Záver

Vo v¹eobecnosti je hµadanie neurèitého integrálu k danej funckii èinnos» nároènej¹ia ako hµadanie deri-

vácie danej funkcie. Na rozdiel od derivácií neexistuje v¹eobecný algoritmus ako nájs» integrál µubovoµ-

nej elementárnej funkcie. Ten istý integrál je èasto mo¾né rie¹i» rôznymi metódami (napr.

R

x

p

1� x).

Na druhej strane existujú elementárne funkcie, ktorých neurèité integrály sa nedajú vyjadri» pomocou

elementárnych funkcií. Také sú napríklad

Z

e

x

2

dx;

Z

sin(x

2

) dx;

Z

sinx

x

dx;

Z

p

1 + x

4

dx

a ïal¹ie. Urèitou výhodou pri poèítaní integrálov oproti poèítaniu derivácií je fakt, ¾e v prípade

pochybností mô¾eme správnos» výpoètu integrálu overi» skú¹kou. Zo vz»ahu (1.1)

�

Z

f(x) dx

�0

= f(x)

toti¾ vyplýva, ¾e ak sme pri výpoète postupovali správne, tak deriváciou výslednej funkcie dostaneme

integrovanú funkciu.

Cvièenia

Kombináciou rôznych metód vypoèítajte integrály.

151.

R

dx

3

p

(4�3x)

2

. 152.

R

e

�x

sin

2

x dx.

153.

R

e

ax

cos bx dx. 154.

R

(3x

2

+ 2x+ 1) sin

x

3

dx.

155.

R

sinx

p

(3 + 2 cos x)

5

dx. 156.

R

(3x

2

+ 1) ln(x� 4) dx.

157.

R

�

lnx

x

�

2

dx. 158.

R

x

2

arctg 3x dx.

159.

R

arcsin

2

x dx. 160.

R

sinx sinhx dx.

161.

R

(4x

3

+ 2x) arctg x dx. 162.

R

dx

(2x

2

+2)

p

arccotg

3

x

.

163.

R

(2x� 1) arccos x dx. 164.

R

(x

2

� 3x+ 1) cosh 2x dx.

Výsledky

151. �

3

p

4� 3x+ c.

152. �e

�x

sin

2

x�

e

�x

5

(sin 2x+ 2 cos 2x) + c.

153.

ae

ax

(a

2

+b

2

)

(cos bx+ b sin bx) + c.

154. (�9x

2

� 6x+ 159) cos

x

3

+ (54x+ 18) sin

x

3

+ c.

155. �

1

7

p

(3 + 2 cos x)

7

+ c.

156. (x

3

+ x� 68) ln(x� 4)�

x

3

3

� 2x

2

� 17x+ c.

157. �

ln

2

x+2 lnx+2

x

+ c.

158.

x

3

3

arctg 3x�

x

2

18

+

ln(9x

2

+1)

162

+ c.



38 KAPITOLA 1. NEURÈITÝ INTEGRÁL

159. x arcsin

2

x+ 2

p

1� x

2

arcsinx� 2x+ c.

160.

1

2

(sinx cosh x� cos x sinhx) + c.

161. (x

4

+ x

2

) arctg x�

x

3

3

+ c.

162.

1

p

arccotg x

+ c.

163. (x

2

� x�

1

2

) arccos x+ (1�

x

2

)

p

1� x

2

+ c.

164. (x

2

� 3x+ 1) sinh 2x� (x�

3

2

) cosh 2x+ c.



Kapitola 2

Urèitý integrál

2.1 Pojem urèitého integrálu

De�nícia urèitého integrálu je pomerne zlo¾itá a èitateµ ju nájde napr. v [1], [5], [6]. Na tomto mieste

ju len voµne opí¹eme.

Predstavme si, ¾e v intervale ha; bi je de�novaná nezáporná spojitá funkcia f a potrebujeme vy-

poèíta» obsah plochy "pod jej grafom", t.j. obsah rovinnej oblasti ohranièenej grafom funkcie f , osou

o

x

a priamkami x = a a x = b. Pokiaµ je f lineárna alebo kon¹tantná, jedná sa o lichobe¾ník, prí-

padne obdå¾nik a rie¹enie úlohy je jednoduché. Pre v¹eobecnú funkciu mô¾eme postupova» nasledovne.

f(x)

x

y

d

a=n n n n n n n n =bp p p p p p p
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7

n=7

0

Obr. 2.1: Urèitý integrál.

1. Rozdelíme bodmi a = x

0

< x

1

< x

2

< � � � < x

n�1

< x

n

= b interval ha; bi na n podintervalov

hx

i�1

; x

i

i. Oznaème d då¾ku najdlh¹ieho z nich.

2. V ka¾dom podintervale zvolíme niektorý bod p

i

.

3. V ka¾dom podintervale nahradíme príslu¹nú èas» plochy obdå¾nikom so základòou då¾ky (x

i

�

x

i�1

) a vý¹kou f(p

i

).

4. Sèítame obsahy v¹etkých takýchto obdå¾nikov.

S =

n

X

i=1

f(p

i

)(x

i

� x

i�1

):

39
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Dostávame tak aproximáciu (pribli¾nú hodnotu) hµadaného obsahu. S týmto výsledkom sa v¹ak nemô-

¾eme uspokoji». Z obrázku je vidie», ¾e ak zhustíme deliace body, hodnota S sa viac priblí¾i skutoènej

hodnote. Preto celý postup opakujeme tak, ¾e då¾ka d najdlh¹ieho podintervalu sa bude blí¾i» k nule.

Takto limitnou hodnotou aproximácie S bude hµadaný obsah.

Tento teoretický postup je v¹ak pre v¹eobecnú funkciu f prakticky neuskutoèniteµný. Preto hladáme

iný spôsob, ako nájs» hµadaný obsah. Oznaème S(x) obsah plochy pod grafom funkcie f v intervale

ha; xi. V¹imnime si zmenu S(x + h) � S(x) pre èíslo h blízke k nule. Táto sa pribli¾ne rovná obsahu

obdå¾nika so stranami då¾ok h a f(x), teda S(x+ h)� S(x) � hf(x).

a x x+h

f(x)

S(x)

h x

y

Obr. 2.2: S

0

(x) = f(x)

Preto

lim

h!0

S(x+ h)� S(x)

h

= f(x):

Výraz na µavej strane je derivácia funkcie S v bode x, tak¾e dostávame dôle¾itý fakt

S

0

(x) = f(x);

z ktorého vyplýva, ¾e S je tá primitívna funkcia k funkcii f v intervale ha; bi, pre ktorú platí S(a) = 0

(v bode a sa jedná o "plochu" s nulovým obsahom). Preto hµadaný obsah sa rovná rozdielu S(b)�S(a).

V predchádzajúcich riadkoch je pribli¾ne opísaný proces integrácie spojitej funkcie f v intervale

ha; bi a motivuje nasledujúci pojem urèitého integrálu. Nech f je spojitá funkcia v intervale ha; bi

a F je funkcia primitívna k f v intervale ha; bi. Urèitý integrál funkcie f v intervale ha; bi je èíslo

F (b)� F (a). Tento fakt zapisujeme nasledovne

b

Z

a

f(x) dx = [F (x)]

b

a

= F (b)� F (a): (2.1)

Poznámka 1. Uvedený vz»ah sa volá Newtonova-Leibnizova formula. Neurèitý a urèitý in-

tegrál sú vo svojej podstate naprosto odli¹né matematické objekty. Kým neurèitý integrál je mno¾ina

funkcií, urèitý integrál je èíslo. To, èo ich spája (okrem slova integrál v ich názvoch), je skutoènos»

vyjadrená uvedeným vz»ahom (2.1), ¾e urèitý integrál sa dá vyjadri» pomocou µubovoµnej funkcie z ne-

urèitého integrálu. Vo vz»ahu (2.1) výraz na µavej strane je oznaèením urèitého integrálu funkcie f

v intervale ha; bi a výraz v strede je iný zápis èísla F (b) � F (a). Pri samotnom výpoète postupu-

jeme tak, ¾e najskôr nájdeme niektorú primitívnu funkciu F k funkcii f (oznaèenie výrazom v strede)
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a potom dosadíme krajné body intervalu a odèítame (výraz na pravej strane). Odporúèame èitateµovi

presvedèi» sa, ¾e èíslo F (b)� F (a) nie je závislé od výberu primitívnej funkcie.

Príklad 1. Vypoèítame a)

4

R

1

x dx, b)

4

R

1

x

2

dx, c)

1

R

�1

x

2

dx, d)

�

2

R

0

sinx dx, e)

e

R

1

lnx dx, f)

1

R

0

dx

1+x

2

.

Rie¹enie: a)

4

Z

1

x dx =

"

x

2

2

#

4

1

=

4

2

2

�

1

2

2

=

15

2

:

b)

4

Z

1

x

2

dx =

"

x

3

3

#

4

1

=

4

3

3

�

1

3

3

=

63

3

:

c)

1

Z

�1

x

2

dx =

"

x

3

3

#

1

�1

=

1

3

3

�

(�1)

3

3

=

2

3

:

d)

�

2

Z

0

sinx dx = [� cos x]

�

2

0

= �0� (�1) = 1:

e)

e

Z

1

1

x

dx = [lnx]

e

1

= ln e� ln 1 = 1:

f)

1

Z

0

dx

1 + x

2

= [arctg x]

1

0

= arctg 1� arctg 0 =

�

4

:

|

Ak a � b, tak de�nujeme

a

Z

b

f(x) dx = �

b

Z

a

f(x) dx:

Nasledujúce vz»ahy sú jednoduchými dôsledkami vz»ahu (2.1) a vlastností neurèitého integrálu a platia,

ak funkcie sú spojité v intervaloch, v korých integrujeme.

a

Z

a

f(x) dx = 0: (2.2)

b

Z

a

f(x) dx =

c

Z

a

f(x) dx+

b

Z

c

f(x) dx: (2.3)

b

Z

a

(cf(x) + dg(x)) dx = c

b

Z

a

f(x) dx+ d

b

Z

a

g(x) dx; c; d 2 R: (2.4)
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Vz»ah (2.4) sa pou¾íva pri výpoète integrálov zlo¾ených z funkcií, ktorých integrál u¾ poznáme.

Príklad 2. Vypoèítame

4

R

1

(3x

2

� 5x) dx.

Rie¹enie: Výpoèet mô¾eme uskutoèni» priamo

4

Z

1

(3x

2

� 5x) dx =

"

x

3

� 5 �

x

2

2

#

4

1

=

 

4

3

� 5 �

4

2

2

!

�

 

1

3

� 5 �

1

2

2

!

=

=

�

64� 5 �

16

2

�

�

�

1� 5 �

1

2

�

=

51

2

alebo pou¾itím vz»ahu (2.4) a prvých dvoch integrálov v Príklade 1

4

Z

1

(3x

2

� 5x) dx = 3

4

Z

1

x

2

dx� 5

4

Z

1

x dx = 3 �

63

3

� 5 �

15

2

=

51

2

:

Pri výpoète nasledujúceho integrálu pou¾ijeme vz»ah (2.3).

Príklad 3. Vypoèítame

�

R

0

j cos xj dx.

Rie¹enie: Preto¾e funkcia cosx mení v bode

�

2

intervalu integrácie znamienko, integrál vypoèí-

tame podµa vz»ahu (2.3) ako súèet integrálov.

�

Z

0

j cos xj dx =

�

2

Z

0

cosx dx+

�

Z

�

2

(� cos x) dx =

= [sinx]

�

2

0

� [sinx]

�

�

2

= (sin

�

2

� sin 0)� (sin� � sin

�

2

) = 2:

|

2.1.1 Cvièenia

Vypoèítajte urèité integrály.

1.

1

R

�1

(x+ 1)

2

dx, 2.

1

R

0

(x

2

� 2x+ 3) dx,

3.

�

R

0

sinx dx, 4.

1

R

0

dx

1+x

2

,

5.

5

R

�7

jx+ 1j dx, 6.

1

R

�1

cosh x dx,

7.

9

R

1

x+1

p

x

dx, 8.

�

R

�

2

sinx+ cos x dx.

9. Funkcia f je de�novaná

f(x) =

(

x

2

; x 2 h0; 1i

p

x; x 2 h1; 2i:

Vypoèítajte

2

R

0

f(x) dx.
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2.1.2 Výsledky

1.

8

3

, 2.

7

3

, 3. 2, 4.

�

4

,

5. 36, 6. e�

1

e

, 7.

64

3

, 8. 0.

9.

1

3

(4

p

2� 1).

2.2 Metódy poèítania urèitého integrálu

Pre výpoèet urèitého integrálu modi�kujeme metódy výpoètu neurèitého integrálu nalsedovne.

Metóda per partes pre urèité integrály.

Nech funkcie f a g majú spojité derivácie v intervale ha; bi. Potom platí

b

Z

a

f

0

(x)g(x) dx = [f(x)g(x)]

b

a

�

b

Z

a

f(x)g

0

(x) dx: (2.5)

Substituèná metóda pre urèité integrály.

b

Z

a

f('(x))'

0

(x) dx = (t = '(x)) =

t='(b)

Z

t='(a)

f(t) dt: (2.6)

Tento vz»ah platí, ak '

0

je spojitá funkcia v intervale ha; bi a f je spojitá funkcia v obore hodnôt

funkcie '. Uvedomme si, ¾e hranice integrálu na pravej strane vzniknú dosadením hraníc pôvodnej

premennej x do vz»ahu medzi novou a starou premennou t = '(x).

Pri poèítaní urèitých integrálov zo zlo¾itej¹ích funkcií mô¾eme postupova» v zásade dvomi spôsobmi

� Oddelíme fázu výpoètu primitívnej funkcie od fázy výpoètu urèitého integrálu. Najskôr si ne-

v¹ímame hranice a poèítame len neurèitý integrál danej funkcie. Po vypoèítaní pou¾ijeme jednu

z nájdených primitívnych funkcií (spravidla volíme integraènú kon¹tantu c = 0) na dosadenie

koncových bodov intervalu a výpoèet urèitého integrálu.

� Neoddelíme fázu výpoètu primitívnej funkcie od fázy výpoètu urèitého integrálu. Poèas výpoètu

spájame techniku integrovania s dosadením hodnôt (metóda per partes), prípadne so zmenami

hraníc (substituèná metóda).

Veríme, ¾e pou¾itie prvého spôsobu výpoètu èitateµovi nebude robi» problémy, preto sa v rie¹eniach

obmedzíme na výpoèet druhým spôsobom.

Príklad 4. Substituènou metódou vypoèítame urèité integrály

�1

Z

�2

dx

x

2

+ 4x+ 5

;

p

3

Z

0

4x

p

x

2

+ 1

dx;

4

Z

1

dx

2

p

x(1 +

p

x)

2

;

�

4

Z

0

tg

3

x dx:

Rie¹enie: V ka¾dom rie¹ení naznaèíme substitúciu a zmenu hraníc. Podrobnosti výpoètu necháme

na èitateµa.

�1

Z

�2

dx

x

2

+ 4x+ 5

=

�1

Z

�2

dx

(x+ 2)

2

+ 1

= (t = x+ 2) =

1

Z

0

dt

t

2

+ 1

=
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= [arctg t]

1

0

=

�

4

:

p

3

Z

0

4x

p

x

2

+ 1

dx =

�

t = x

2

+ 1

�

=

4

Z

1

2dt

p

t

= 2

4

Z

1

t

�

1

2

dt =

= 4

h

p

t

i

4

1

= 4(2� 1) = 4:

4

Z

1

dx

2

p

x(1 +

p

x)

2

=

�

t = 1 +

p

x

�

=

3

Z

2

dt

t

2

=

�

�

1

t

�

3

2

= �

1

3

� (�

1

2

) =

1

6

:

�

4

Z

0

tg

3

x dx =

�

4

Z

0

sin

3

x

cos

3

x

dx = (t = cos x) =

cos

�

4

Z

cos 0

�

1� t

2

t

3

dt =

�

1

2t

2

+ ln t

�

p

2

2

1

=

 

1 + ln

p

2

2

� (

1

2

+ ln 1)

!

=

1

2

(1� ln 2):

|

Príklad 5. Metódou per partes vypoèítame urèité integrály

1

Z

0

x

p

1� x dx;

3

Z

0

ln(x+ 3) dx;

�

3

Z

�

4

x

sin

2

x

dx;

ln 2

Z

0

x coshx dx:

Rie¹enie:

1

Z

0

x

p

1� x dx =

�

�

2

3

x(1� x)

3

2

�

1

0

+

2

3

1

Z

0

(1� x)

3

2

dx =

= 0�

�

2

3

�

2

5

(1� x)

5

2

�

1

0

=

4

15

:

3

Z

0

ln(x+ 3) dx = [x ln(x+ 3)]

3

0

�

3

Z

0

x

x+ 3

dx = 3 ln 6� [x� 3 ln(x+ 3)]

3

0

=

= 3 ln 6� (3� 3 ln 6 + 3 ln 3) = 6 ln 6� 3 ln 3� 3 = 3(ln 12� 1):

�

3

Z

�

4

x

sin

2

x

dx = [�x cotg x]

�

3

�

4

+

�

3

Z

�

4

cotg x dx = �

�

3

�

p

3

3

+

�

4

+ [ln(sinx)]

�

3

�

4

=

=

�

4

�

p

3�

9

+ + ln

p

3

2

� ln

p

2

2

=

�

4

�

p

3�

9

+

1

2

ln

3

2

:

ln 2

Z

0

x cosh x dx = [x sinhx]

ln 2

0

�

ln 2

Z

0

sinhx dx =

= ln2

 

e

ln 2

� e

� ln 2

2

!

� 0� [coshx]

ln 2

0

=

= ln2

 

2�

1

2

2

!

�

 

e

ln 2

+ e

� ln 2

2

�

e

0

+ e

0

2

!

=

3

4

ln 2�

1

4

:

|
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2.2.1 Cvièenia

Vypoèítajte urèité integrály.

10.

1

R

0

dx

(2x+1)

3

, 11.

�

2

R

�

4

cosx

sin

2

x

dx,

12.

4

R

9

1�

p

x

p

x

dx, 13.

0

R

�1

x

p

1� x

2

dx,

14.

�

R

0

x cos(2x�

�

2

) dx, 15.

2

R

p

2

dx

x

p

x

2

�1

,

16.

p

2

2

R

0

xdx

p

1�x

4

, 17.

3

4

R

1

2

dx

p

x

p

1�x

,

18.

3

R

1

cos(ln x)

x

dx, 19.

2

R

0

e

x

1+e

x

dx,

20.

1

R

0

3x

1+x

2

dx, 21.

p

ln 2

R

0

xe

x

2

dx,

22.

9

R

1

dx

p

x(1+

p

x)

, 23.

�

2

4

R

�

2

9

cos

p

x

p

x

dx,

24.

4

R

1

2

p

x

2

p

x

dx, 25.

1

R

0

p

x

5

+ 2x(5x

4

+ 2) dx,

26.

�

R

0

sin 2x cos

2

2x dx, 27.

1

R

0

e

p

x

dx,

28.

2�

R

0

j sinxj dx, 29.

�

R

0

cos

2

x dx,

30.

2�

!

R

0

cos(!x) dx, 31.

1

2

R

0

2dx

p

1�4x

2

,

32.

�

4

R

0

sin

2

2x

1+cos 2x

dx, 33.

0

R

��

sin 3x cos 2x dx,

34.

�

R

0

cos 3x cos 4x dx, 35.

�

R

��

sin

2

3x dx,

36.

1

2

R

0

dx

1�x

2

, 37.

2

p

2

R

0

x

3

x

2

+1

dx,

38.

3

4

R

1

4

dx

x�x

2

, 39.

0

R

�1

x dx

x

2

�3x+2

,

40.

1

R

0

3x

2

x

2

+2x+1

dx, 41.

p

3

R

0

5x

2

x

2

+1

dx,

42.

0

R

�1

2x

(x

2

+1)(x�1)

2

dx, 43.

ln 2

R

0

e

x

e

2x

+e

x

+2

dx,

44.

1

R

0

12 dx

p

4�x

2

, 45.

1

R

0

x

3

dx

p

x

2

+1

,

46.

4

5

R

3

4

dx

x

2

p

1�x

2

, 47.

2

R

0

x dx

x

2

+4x+3

,

48.

�

R

0

p

1� cos

2

2x dx, 49.

2�

R

0

q

1�cosx

2

dx,
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50.

3�

4

R

�

4

p

cotg

2

x+ 1 dx, 51.

�

4

R

�

�

4

q

1

cos

2

x

� 1 dx,

52.

�

4

R

�

�

4

tg

2

x dx, 53.

2

R

1

x lnx dx,

54.

1

R

0

ln(x+ 1) dx, 55.

�

2

R

0

x

2

sin 2x dx,

56.

e

R

1

lnx

x

dx, 57.

4

R

0

(x� 1)

p

2x+ 1 dx,

58.

0

R

�

�

3

dx

cos

3

x

, 59.

1

R

0

ln(x

2

+ 1) dx,

60.

1

R

0

x arctg x dx, 61.

1

R

0

arcsinx dx,

62.

�

R

0

x

2

cos x dx, 63.

�

2

R

0

e

x

sinx dx,

64.

ln 2

R

0

x coshx dx, 65.

1

R

0

x

3

e

2x

dx.

2.2.2 Výsledky

10.

2

9

, 11.

p

2� 1, 12. 3,

13. �

1

3

, 14. �

�

2

, 15.

�

12

,

16.

�

12

, 17.

�

6

, 18. sin(ln 3),

19. ln

�

1+e

2

2

�

, 20.

3

2

ln 2, 21.

1

2

,

22. 2 ln 2, 23. 2�

p

3, 24.

2

ln 2

,

25. 2

p

3, 26. 0, 27. 2,

28. 4, 29.

�

2

, 30. 0,

31.

�

2

, 32.

�

4

�

1

2

, 33. �

6

5

,

34. 0, 35. �, 36. ln

p

3,

37. 4� ln 3, 38. 2 ln 3, 39. 3 ln 2� 2 ln 3,

40.

9

2

� 6 ln 2, 41. 5

�

p

3�

�

3

�

, 42.

1

2

�

�

4

,

43. 2 ln 3� 3 ln 2, 44. 2�, 45.

2�

p

2

3

,

46. �

3

4

+

p

7

3

, 47. ln

5

p

5

9

, 48. 2,

49. 4, 50. 2 ln(

p

2 + 1), 51. ln 2,

52. 2�

�

2

, 53. 2 ln 2�

3

4

, 54. 2 ln 2� 1,

55.

�

2

8

�

1

2

, 56.

1

2

, 57.

168

15

,

58.

p

3�

1

2

ln(2�

p

3), 59. ln 2� 2 +

�

2

, 60.

�

4

�

1

2

,

61.

�

2

� 1, 62. �4�, 63.

1

2

�

e

�

2

+ 1

�

,

64.

3

4

ln 2�

1

4

, 65.

e

2

+3

8

.
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2.3 Vlastnosti urèitého integrálu

Nasledujúca vlastnos» sa volá Veta o strednej hodnote pre urèitý integrál a vyplýva zo vz»ahu (2.1)

a Vety o strednej o hodnote pre derivácie.

Ak f je spojitá funkcia v intervale (a; b), tak existuje také èíslo c 2 (a; b), ¾e platí

b

Z

a

f(x) dx = f(c)(b� a): (2.7)

Hodnota f(c) v tomto vz»ahu sa volá stredná hodnota integrálu

b

R

a

f(x) dx.

Dôsledkom Vety o strednej hodnote sú nasledujúce dva vz»ahy, ktoré sa pou¾ívajú na odhady

integrálov (alebo iných hodnôt), ktoré je »a¾ké alebo nemo¾né presne vypoèíta».

Ak pre v¹etky x 2 (a; b) platí f(x) � g(x), tak

b

Z

a

f(x) dx �

b

Z

a

g(x) dx: (2.8)

Ak pre v¹etky x 2 (a; b) platí m � f(x) �M , tak

m(b� a) �

b

Z

a

f(x) dx �M(b� a): (2.9)

Príklad 6. Odhadneme

�

2

R

0

sin x

x

dx.

Rie¹enie: Tento integrál nie je mo¾né presne vypoèíta» elementárnymi metódami. Z vety o stred-

nej hodnote pre derivácie a z konkávnosti funkcie sinx v intervale (0;

�

2

) vyplýva (naèrtnite si obrázok

a overte), ¾e pre v¹etky x 2

�

0;

�

2

�

platí

2

�

x < sinx < x

a po vydelení kladným èíslom x dostaneme

2

�

<

sinx

x

< 1

Pou¾itie vz»ahu (2.8) dáva

�

2

Z

0

2

�

dx �

�

2

Z

0

sinx

x

dx �

�

2

Z

0

1 dx:

Po výpoète jednoduchých integrálov z kon¹tánt dostávame odhad

1 �

�

2

Z

0

sinx

x

dx �

�

2

:
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|

Príklad 7. Odhadneme integrál

4

R

2

e

�x

2

dx.

Rie¹enie: Integrovaná funkcia je klesajúca v intervale (2; 4), preto pre v¹etky x 2 (2; 4) platí

e

�16

< e

�x

2

< e

�4

:

Pou¾itím vlastnosti (2.9) dostávame odhad

2 � 10

�7

� 2e

�16

=

4

Z

2

e

�16

dx �

4

Z

2

e

�x

2

dx �

4

Z

2

e

�4

= 2e

�4

� 0; 0366:

|

Vlastnosti symetrie integrovanej funkcie majú vplyv na urèitý integrál.

Ak f je spojitá párna funkcia, tak

a

Z

�a

f(x) dx = 2

a

Z

0

f(x) dx; (2.10)

Ak f je spojitá nepárna funkcia, tak

a

Z

�a

f(x) dx = 0; (2.11)

Ak f je spojitá periodická funkcia s periodou p a a; c 2 R, tak

p

Z

0

f(x) dx =

a+p

Z

a

f(x) dx =

a+p

Z

a

f(x� c) dx: (2.12)

Príklad 8. Uká¾eme platnos» vz»ahu (2.11) a pomocou neho a vz»ahu (2.12) vypoèítame integrál

�

Z

��

sin px dx; p 2 R:

Rie¹enie: Nech f je spojitá nepárna funkcia a F je niektorá jej primitívna funkcia v inter-

vale h�a; ai. Najskôr uká¾eme, ¾e F je párna funkcia. Deriváciou zlo¾enej funkcie F (�x) a pou¾itím

vlastnosti nepárnej funkcie f(x) = �f(�x) dostávame

[F (�x)]

0

= F

0

(�x) � (�1) = �f(�x) = f(x) = F

0

(x):

Integrovaním obidvoch krajných výrazov rovnosti dostávame

F (�x) + c

1

=

Z

[F (�x)]

0

dx =

Z

F

0

(x) dx = F (x) + c

2

a úpravou dostaneme rovnos»

F (x)� F (�x) = c

1

� c

2

= c;
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ktorá platí pre v¹etky x 2 D(f). Dosadením �x namiesto x do tejto rovnosti máme

c = F (�x)� F (x) = � (F (x)� F (�x)) = �c:

Preto c = 0 a F (�x) = F (x) pre v¹etky x 2 D(F ) a F je párna funkcia. Preto¾e F je párna funkcia,

platí

a

Z

�a

f(x) dx = [F (x)]

a

�a

= F (a)� F (�a) = 0:

Keï¾e funkcia sin px je nepárna, pre ka¾dé reálne èíslo p, platí

�

R

��

sin px dx = 0. |

Poznámka 2. Pomocou vz»ahu (2.11) mô¾eme vypoèíta» aj integrály z nepárnych funkcií, ku

ktorým je veµmi »a¾ké alebo nemo¾né nájs» primitívnu funkciu, napr.

1

Z

�1

x

2

arcsinx

p

1 + x

2

dx = 0:

Príklad 9. Nech m a n sú prirodzené èísla. Uká¾eme, ¾e

�

Z

��

cosmx cosnxdx = 0; ak m 6= n

a

�

Z

��

cosmx cosnxdx = �; ak m = n:

Rie¹enie: Integrovanú funkciu upravíme podµa vz»ahu

cos� cos � =

1

2

(cos(�� �) + cos(�+ �)) :

Potom s pou¾itím predchádzajúceho príkladu

�

Z

��

cosmx cosnxdx =

1

2

�

Z

��

(cos(m� n)x+ cos(m+ n)x) dx =

1

2

0

@

�

Z

��

cos(m� n)x dx+

�

Z

��

cos(m+ n)x dx

1

A

:

Druhý integrál je nulový pre v¹etky dvojice prirodzených èísel m; n, prvý je nulový ak m 6= n. Ak

m = n, tak

�

Z

��

cosmx cosnxdx =

1

2

�

Z

��

cos(m� n)x dx =

1

2

�

Z

��

1 dx =

1

2

� 2� = �:

|

Niekedy je mo¾né pou¾itím vlastností (2.12) vypoèíta» urèitý integrál bez výpoètu primitívnej

funkcie.
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Príklad 10. Vypoèítame

2�

R

0

sin

4

x cos

2

x dx.

Rie¹enie: Pou¾ijeme vz»ahy (2.12) a trigonometrické identity sinx = cos(x �

�

2

) a cos x =

� sin(x�

�

2

). Substitúciou t = x�

�

2

dostávame

I =

2�

Z

0

sin

4

x cos

2

x dx =

2�

Z

0

cos

4

(x�

�

2

) sin

2

(x�

�

2

) dx =

=

3�

2

Z

�

�

2

cos

4

t sin

2

t dt =

2�

Z

0

cos

4

x sin

2

x dx:

Sèítaním integrálov na µavej a pravej strane a pou¾itím vz»ahov sin

2

x + cos

2

x = 1 a sinx cos x =

1

2

sin 2x dostávame

I =

1

2

(

2�

Z

0

sin

4

x cos

2

x dx+

2�

Z

0

cos

4

x sin

2

x dx) =

1

2

2�

Z

0

sin

2

x cos

2

x dx =

=

1

2

2�

Z

0

1

4

sin

2

2x dx =

1

8

2�

Z

0

sin

2

2x dx:

Opätovným pou¾itím trigonometrických vz»ahov dostávame (podrobnosti nechávame èitateµovi)

I =

1

16

2�

Z

0

(sin

2

2x+ cos

2

2x) dx =

1

16

2�

Z

0

1 dx =

�

8

:

|

2.3.1 Cvièenia

V nasledujúcich ¹iestich cvièeniach bez výpoètu urèite, ktorý z dvojice integrálov je väè¹í.

66. a)

1

R

0

x dx b)

1

R

0

x

2

dx. 67. a)

2

R

1

x dx b)

2

R

1

x

2

dx.

68. a)

�

2

R

0

x dx b)

�

2

R

0

sinx dx. 69. a)

�

2

R

0

sin

6

x dx b)

�

2

R

0

sin

7

x dx.

70. a)

1

R

0

e

�x

2

dx b)

1

R

0

e

�x

3

dx. 71. a)

�1

R

�2

1

3

x

dx b)

�1

R

�2

3

x

dx.

V nasledujúcich cvièeniach bez výpoètu pomocou vz»ahu (2.9) odhadnite dané integrály.

72.

2

R

0

dx

10+x

, 73.

1

R

0

e

x

2

dx,

74.

2

R

1

xdx

x

2

+1

, 75.

�

2

R

0

sin x

x

dx,

76.

18

R

10

cosx

p

1+x

4

dx, 77.

�

2

R

0

dx

5+3 cos

2

x

.
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78. Uká¾te platnos» vz»ahov (2.10) a (2.12).

79. Uká¾te platnos» vz»ahov

�

R

��

sinnxdx = 0;

�

R

��

cosnxdx = 0; n 2 N ;

�

R

��

sinmx cosnxdx = 0; m; n 2 N ;

�

R

��

sinmx sinnxdx = 0; m 6= n a

�

R

��

sinmx sinnxdx = �; m = n:

V nasledujúcich cvièeniach nech f a g sú spojité funkcie v intervale ha; bi.

80. Uká¾te, ¾e platí

b

R

a

f(x)g(a + b � x) dx =

b

R

a

g(x)f(a + b � x) dx: (Návod: Pou¾ite substitúciu

t = a + b� x.)

Vhodnou voµbou funkcie g v predchádzajúcom cvièení uká¾te, ¾e platí

81.

b

R

a

f(x) dx =

b

R

a

f(a+ b� x) dx.

82.

a

R

�a

f(x) dx =

a

R

�a

f(�x) dx.

83.

1

R

0

x

m

(1� x)

n

dx =

1

R

0

x

m

(1� x)

n

dx.

Pou¾itím trigonometrického vz»ahu cos x = sin(x+

�

2

) a predchádzajúcich cvièení uká¾te, ¾e platí

84.

�

2

R

0

f(sinx) dx =

�

2

R

0

f(cosx) dx.

85. Pomocou predchádzajúceho cvièenia vypoèítajte

�

2

R

0

sin

2

x dx a

�

2

R

0

cos

2

x dx.

86. Pomocou vz»ahu (2.11) uká¾te, ¾e

a

R

�a

sinxf(cosx) dx = 0.

87. Uká¾te, ¾e platí

a

R

�a

f(x) dx =

a

R

0

(f(x) + f(�x)) dx.

88. Uká¾te, ¾e platí

�

R

0

xf(sinx) dx =

�

2

�

R

0

f(sinx) dx.

89. Pou¾itím predchádzajúceho cvièenia vypoèítajte

�

R

0

x sin

2

x.

90. Pou¾itím vz»ahov v tejto èasti oddôvodnite, preèo sú v¹etky nasledujúce integrály rovné 0.

1

Z

�1

sin 3x cos 5x dx;

ln 2

Z

� ln 2

x coshx dx;

a

Z

�a

x

3

p

a

2

� x

2

dx;

2�

Z

0

sinx

p

cos

3

x+ 1 dx:

2.3.2 Výsledky

66. a), 67. b), 68. a), 69. a), 70. b), 71. a),

72.

1

6

<

2

R

0

dx

10+x

<

1

5

, 73. 1 <

1

R

0

e

x

2

dx < e,

74.

2

5

<

2

R

1

x dx

x

2

+1

<

1

2

, 75.

�

2

x <

�

2

R

0

sin x

x

dx < x,

76. �0; 08 <

18

R

10

cosx

p

1+x

4

dx < 0; 08, 77.

�

16

<

�

2

R

0

dx

5+3 cos

2

x

<

�

10

.
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2.4 Integrály s premennou hranicou

Vieme, ¾e hodnota urèitého integrálu závisí od dvoch èiniteµov: od integrovanej funkcie a od intervalu,

v ktorom integrujeme. V prípade, keï je integrovaná funkcia pevne daná a jedna z hraníc pevná a druhá

pohyblivá, je výsledná hodnota funkciou druhej hranice. Uva¾ujme prípad, keï je dolná hranica pevná

a horná pohyblivá (opaèný prípad vedie k analogickým výsledkom).

Nech f je spojitá funkcia v intervale ha; bi a nech c 2 ha; bi. Potom funkcia

F (x) =

x

Z

c

f(t) dt

je tá primitívna funkcia k funkcii f v intervale ha; bi, pre ktorú platí F (c) = 0.

Z tohoto vyplývajú nasledujúce vz»ahy

d

dx

0

@

x

Z

c

f(t) dt

1

A

= f(x); (2.13)

ak f je spojitá funkcia v intervale ha; bi a

f(x) =

x

Z

c

f

0

(t) dt+ f(c); (2.14)

ak f má deriváciu v intervale ha; bi.

Príklad 11. Nech F (x) =

0

R

x

sin t

1+t

2

dt a G(x) =

x

2

R

0

cos t dt. Vypoèítame

dF

dx

a

dG

dx

.

Rie¹enie: Úpravou a pou¾itím vz»ahu (2.13) dostávame

dF

dx

=

d

dx

0

@

0

Z

x

sin t

1 + t

2

dt

1

A

=

d

dx

0

@

�

x

Z

0

sin t

1 + t

2

dt

1

A

= �

sinx

1 + x

2

:

V druhom príklade ide o deriváciu zlo¾enej funkcie. Integrál je funkciou premennej u = x

2

. Preto platí

dG

dx

=

d

dx

0

B

@

x

2

Z

0

cos t dt

1

C

A

=

0

@

d

du

0

@

u

Z

0

cos t dt

1

A

1

A

�

�

du

dx

�

=

= cos u �

du

dx

= cos x

2

� 2x = 2x cos x

2

:

|

Príklad 12. Nájdeme tú primitívnu funkciu F k funkcii y = x arctg x, pre ktorú platí F (1) = �.

Rie¹enie: Pou¾ijeme vz»ah (2.14) a integráciu per partes.

F (x) =

x

Z

1

t arctg t dt+ � =

�

1

2

t

2

arctg t

�

x

1

�

1

2

x

Z

1

t

2

1 + t

2

dt+ � =
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=

1

2

x

2

arctg x�

1

2

arctg 1�

1

2

[t� arctg t]

x

1

+ � =

=

1

2

x

2

arctg x�

�

8

�

1

2

(x� arctg x� 1 +

�

4

) + � =

1

2

(x

2

arctg x+ arctg x� x+

3�

2

+ 1):

|

2.4.1 Cvièenia

V nasledujúcich príkladoch vypoèítajte

dF

dx

.

91. F (x) =

x

R

0

p

1 + t

2

dt, 92. F (x) =

5

R

x

dt

t

,

93. F (x) =

x

2

R

1

dt

1+

p

1�t

, 94. F (x) =

2x

R

1

cos(t

2

) dt,

95. F (x) =

0

R

sinx

dt

2+t

, 96. F (x) =

1

x

R

1

dt

t

,

97. F (x) =

0

R

cosx

dt

1�t

2

, 98. F (x) =

10

R

p

x

sin(t

2

) dt,

99. F (x) =

x

3

R

x

2

ln t dt, 100. F (x) =

x

2

R

1

x

e

p

t

dt.

Pomocou L'Hospitalovho pravidla vypoèítajte limity.

101. lim

x!0

1

x

3

x

R

0

t

2

t

4

+1

dt, 102. lim

x!0

1

x

3

x

2

R

0

sin

p

t dt,

V nasledujúcich príkladoch nájdite tú primitívnu funkciu F k danej funkcii f , ktorá spåòa danú

podmienku.

103. f(x) = x lnx; F (1) = 0,

104. f(x) = cos

2

2x sinx; F (�

�

2

) = �13,

105. f(x) = tgh

2

x; F (0) = �1,

106. f(x) = 4x

3

� 6x+ 11; F (1) = 2F (2).

107. Nech f má kladnú deriváciu pre v¹etky x 2 R a nech f(1) = 0. Ktoré z nasledujúcich tvrdení

o funckii F (x) =

x

R

0

f(t) dt sú urèite pravdivé?

a) F má deriváciu v ka¾dom x 2 R.

b) F je spojitá funkcia.

c) Graf funkcie F má dotyènicu rovnobe¾nú s osou o

x

v bode [1; 0].

d) F má lokálne maximum v bode [1; 0].

e) F má lokálne minimum v bode [1; 0].

f) F má inexný bod v bode [1; 0].

g) Graf

dF

dx

pretína os o

x

v bode [1; 0].
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2.4.2 Výsledky

91.

p

1 + x

2

, 92. �

1

x

, 93.

2x

1+

p

1�x

2

,

94. 2 cos(4x

2

), 95. �

cos x

2+sinx

, 96. �

1

x

,

97.

1

sinx

, 98. �

sinx

2

p

x

, 99. (9x

2

� 4x) lnx,

100. 2xe

x

+

e

1

p

x

x

2

, 101. 1, 102.

2

3

,

103. F (x) =

x

2

2

(lnx�

1

2

) +

1

4

,

104. F (x) = �

4

5

cos

5

x+

4

3

cos

3

x� cos x� 13,

105. F (x) = x� tgh x� 1,

106. F (x) = x

4

� 3x

2

+ 11x� 43.

107. a), b), c), e), g).

2.5 Nevlastné integrály

Ak sa v urèitom integrále vyskytne neohranièený interval alebo neohranièená funkcia, hovoríme o ne-

vlastnom integrále. Rozoznávame dva druhy nevlastných integrálov.

� Ak interval, v ktorom integrujeme je neohranièený, hovoríme o nevlastnom integrále prvého

druhu. Ide o integrály

b

Z

�1

f(x) dx;

1

Z

a

f(x) dx;

1

Z

�1

f(x) dx:

� Ak je integrovaná funkcia v intervale integrácie ha; bi neohranièená (a teda nespojitá), hovoríme

o nevlastnom integrále druhého druhu.

Naviac sa mô¾e vyskytnú» kombinácia obidvoch uvedených mo¾ností, napríklad

1

R

0

e

�x

p

x

dx.

2.5.1 Nevlastné integrály prvého druhu

Pri poèítaní integrálu

b

R

�1

f(x) dx zo zrejmých dôvodov nemô¾eme pou¾i» vz»ah (2.1). Preto postupu-

jeme nasledovne

1. Vypoèítame integrál F (a) =

b

R

a

f(x) dx ako funkciu dolnej hranice.

2. Hµadáme lim

a!�1

F (a).

Pritom mô¾u nasta» dva prípady.

Ak hµadaná limita existuje a je vlastná, hovoríme, ¾e daný integrál konverguje.

Ak hµadaná limita neexistuje alebo je nevlastná, hovoríme, ¾e daný integrál diverguje.
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Analogicky postupujeme pri výpoète integrálu

1

R

a

f(x) dx.

Pri výpoète integrálu

1

R

�1

f(x) dx postupujeme tak, ¾e zvolíme µubovoµné èíslo a 2 R a vypoèítame

integrály

a

R

�1

f(x) dx a

1

R

a

f(x) dx. Hµadaný integrál konverguje práve vtedy, ak konvergujú obidva

poèítané integrály a potom

1

Z

�1

f(x) dx =

a

Z

�1

f(x) dx+

1

Z

a

f(x) dx:

Výpoèet príslu¹ných primitívnych funkcií v príkladoch tejto èasti necháme na èitateµa.

Príklad 13. Vypoèítame nevlastné integrály prvého druhu

R

0

�1

x

2

e

x

3

dx;

R

1

0

cos x dx;

R

1

a

dx

x

p

; a > 0; p > 0

R

1

�1

dx

1+x

2

.

Rie¹enie:

Z

0

�1

x

2

e

x

3

dx = lim

a!�1

Z

0

a

x

2

e

x

3

dx = lim

a!�1

1

3

h

e

x

3

i

0

a

=

=

1

3

lim

a!�1

�

1� e

a

3

�

=

1

3

�

1

3

lim

a!�1

e

a

3

=

1

3

:

Z

1

0

cos x dx = lim

b!1

Z

b

0

cos x dx = lim

b!1

[sinx]

b

0

= lim

b!1

sin b:

Posledná limita neexistuje, preto integrál diverguje.

Pri poèítaní tretieho integrálu najskôr predpokladajme, ¾e p 6= 1.

Z

1

a

dx

x

p

= lim

b!1

Z

b

a

x

�p

dx = lim

b!1

"

x

�p+1

�p+ 1

#

b

a

=

= lim

b!1

1

1� p

(b

1�p

� a

1�p

) =

1

1� p

( lim

b!1

b

1�p

� a

1�p

):

Limita v poslednom výraze je 1, ak 1� p > 0 a rovná sa nule, ak 1� p < 0. Preto integrál diverguje

pre p < 1. Pre p > 1 je

Z

1

a

dx

x

p

=

a

1�p

p� 1

:

V prípade p = 1 máme

lim

b!1

Z

b

a

1

x

dx = lim

b!1

[lnx]

b

a

= lim

b!1

ln b� lna =1:

Integrál preto diverguje aj v prípade p = 1.

Integrovaná funkcia je párna. Preto podµa vlastnosti (2.10) platí

Z

1

�1

dx

1 + x

2

= 2

Z

1

0

dx

1 + x

2

= 2 lim

b!1

[arctg x]

b

0

=

= 2 lim

b!1

(arctg b� 0) = 2

�

2

� 0 = �:

|

Niekedy nie je potrebné zisti» presnú hodnotu nevlastného integrálu, ale máme len rozhodnú» èi

integrál konverguje alebo diverguje. Vtedy mô¾eme pou¾i» nasledujúce kritériá.
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� Ak

1

R

a

jf(x)j dx konverguje, tak aj

1

R

a

f(x) dx konverguje.

� Nech f a g sú spojité funkcie a nech 0 � f(x) � g(x) platí pre v¹etky x � x

0

pre niektoré

x

0

2 R. Potom, ak

1

R

a

g(x) dx konverguje, tak aj

1

R

a

f(x) dx konverguje.

� Nech existuje koneèná lim

x!1

f(x)

g(x)

a je rôzna od nuly. Potom obidva nevlastné integrály

1

R

a

g(x) dx

a

1

R

a

f(x) dx buï súèasne konvergujú alebo súèasne divergujú.

Analogické kritériá platia pre konvergenciu nevlastných integrálov typu

b

R

�1

f(x) dx. Pri porovnávaní

konvergencie integrálov èasto po¾ívame výsledok predchádzajúceho príkladu, ¾e

R

1

a

dx

x

p

; a > 0; p > 0

konverguje práve vtedy, ak p > 1.

Príklad 14. Rozhodnite o konvergencii integrálov

I =

1

Z

1

dx

1 + x

10

; J =

1

Z

1

dx

x+ sin

2

x

; K =

1

Z

0

sin(x

2

) dx:

Rie¹enie: V predchádzajúcom príklade sme ukázali, ¾e

1

R

1

1

x

10

dx konverguje. Preto¾e pre v¹etky

x � 1 je

1

1+x

10

<

1

x

10

, koverguje aj integrál I =

1

R

1

1

1+x

10

dx.

V predchádzajúcom príklade sme ukázali, ¾e

1

R

1

1

x

dx diverguje. Preto¾e lim

x!1

1

x

1

x+sin

2

x

= 1, diverguje

aj J =

1

R

1

dx

x+sin

2

x

.

Substitúciou x =

p

t prevedieme daný integrál

K =

1

Z

0

sin(x

2

) dx =

1

2

1

Z

0

sin t

p

t

dt =

1

2

0

B

@

�

2

Z

0

sin t

p

t

dt+

1

Z

�

2

sin t

p

t

dt:

1

C

A

Prvý integrál je vlastný, lebo funkcia

sin t

p

t

je ohranièená, keï¾e lim

t!0

sin t

p

t

= 0 (overte!). Druhý inte-

grujeme metódou per partes

1

Z

�

2

sin t

p

t

dt =

�

�

cos t

p

t

�

1

�

2

�

1

2

1

Z

�

2

cos t

p

t

3

dt = �

1

2

1

Z

�

2

cos t

p

t

3

dt:

Pri výpoète sme pou¾ili

�

�

cos t

p

t

�

1

�

2

= lim

b!1

�

�

cos t

p

t

�

b

�

2

= 0:

Pre v¹etky t platí

cos t

p

t

3

�

1

p

t

3

a integrál

1

R

�

2

1

p

t

3

dt konverguje podµa predchádzajúceho príkladu. Preto

aj integrál

1

R

�

2

cos t

p

t

3

dt konverguje, a tie¾ pôvodný integrál K konverguje. |
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2.5.2 Nevlastné integrály druhého druhu

Pri poèítaní nevlastných integrálov druhého druhu mô¾eme pou¾íva» premennú hranicu a výpoèet

limity podobne ako pri nevlastných integráloch prvého druhu ([E], [I], [K]), alebo mô¾eme postupova»

nasledovne.

Nazvime funkciu F zov¹eobecnenou primitívnou k funkcii f v intervale ha; bi, ak F

0

(x) = f(x)

pre v¹etky x 2 ha; bi s mo¾nou výnimkou koneèného poètu.

Nech f je funkcia neohranièená v intervale ha; bi.

Ak existuje spojitá zov¹eobecnená primitívna funkcia F v intervale ha; bi, tak

b

R

a

f(x) dx

konverguje a

b

Z

a

f(x) dx = F (b)� F (a):

Ak existuje neohranièená zov¹eobecnená primitívna funkcia F v intervale (a; b), tak

b

R

a

f(x) dx diverguje.

Príklad 15. Vypoèítame nevlastné integrály druhého druhu

a)

1

R

�1

x

p

1�x

2

dx; b)

�

2

R

0

cotg x dx; c)

1

R

�1

dx

x

p

; p 2 R:

Rie¹enie: a) Integrovaná funkcia má primitívnu funkciu (overte!) F (x) = �

p

1� x

2

, ktorá je

spojitá v intervale h�1; 1i. Naviac integrovaná funkcia je nepárna, preto daný integrál existuje a rovná

sa 0.

b) Integrovaná funkcia má primitívnu funkciu (overte!) F (x) = ln(sinx) v intervale (0;

�

2

), ktorá je

v tomto intervale neohranièená (preèo?). Preto

R

�

2

0

cotg x dx diverguje.

Budeme uva¾ova» tri prípady vzhµadom k parametru p.

Pre p < 1 má integrovaná funkcia spojitú primitívnu funkciu F (x) =

x

1�p

1�p

v intervale h�1; 1i

a preto daný integrál konverguje a platí

1

Z

�1

dx

x

p

=

"

x

1�p

1� p

#

1

�1

=

2

1� p

:

Pre p = 1 má integrovaná funkcia zov¹eobecnenú primitívnu funkciu F (x) = ln jxj , ktorá je neohra-

nièená v intervale (�1; 1) a preto v tomto prípade integrál diverguje (funkcia ln jxj nie je primitívna,

ale len zov¹eobecnená primitívna k funkcii

1

x

v intervale (-1,1), lebo funkcie nie sú de�nované v bode

0).

Pre p > 1 má integrovaná funkcia zov¹eobecnenú primitívnu funkciu F (x) =

x

1�p

1�p

=

1

(1�p)x

p�1

v intervale (�1; 1), ktorá v tomto intervale nie je ohranièená a preto aj v tomto prípade integrál

diverguje. |

Príklad 16. Vypoèítame nevlastné integrály

a)

1

R

�1

dx

x

4

b)

1

R

0

1

x

2

sin

1

x

dx:

Rie¹enie: a) Integrovaná funkcia má zov¹eobecnenú primitívnu funkciu F (x) = �

1

3x

3

, ktorá je

v okolí bodu 0 neohranièená, preto daný integrál diverguje.
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b) Substitúciou t =

1

x

prevedieme daný nevlastný integrál (prvého aj druhého druhu !) na iný nevlastný

integrál (len) prvého druhu

1

Z

0

1

x

2

sin

1

x

dx = �

0

Z

1

sin t dt = lim

a!�1

[cos t]

0

a

= 1� lim

a!�1

cos a:

Keï¾e táto limita neexistuje, daný integrál diverguje. K tomuto príkladu poznamenajme, ¾e pôvodný

integrál mô¾eme napísa» ako súèet dvoch integrálov

�

Z

0

1

x

2

sin

1

x

dx+

1

Z

�

1

x

2

sin

1

x

dx;

z ktorých prvý je nevlastný druhého druhu a druhý nevlastný prvého druhu. Ktorý z nich spôsobuje

divergenciu? |

Nasledujúci príklad upozoròuje na nutnos» overi» si pred poèítaním integrálu, èi ide o integrál

vlastný alebo nevlastný.

Príklad 17. Poèítame

1

R

�1

1

x

2

dx.

Rie¹enie:

1

Z

�1

1

x

2

dx =

�

�

1

x

�

1

�1

= �1� (�1) = 0:

Na druhej strane, v celom intervale h�1; 1i platí 0 <

1

x

2

a preto podµa vlastnosti (2.8) musí by»

1

Z

�1

1

x

2

dx > 0

Nesprávnos» postupu spoèíva v jeho výpoète. Integrovaná funkcia je neohranièená v okolí bodu 0

a preto sa jedná o nevlastný integrál druhého druhu. Zov¹eobecnená primitívna funkcia �

1

x

je neohra-

nièená v okolí bodu 0 a preto daný integrál diverguje. |

2.5.3 Cvièenia

Vypoèítajte nevlastné integrály.

108.

1

R

0

arctg x

1+x

2

dx, 109.

1

R

1

dx

x

3

,

110.

1

R

4

dx

p

x

, 111.

1

R

0

dx

1+x

3

,

112.

1

R

0

xdx

(1+x)

3

, 113.

1

R

1

dx

(1+x)

p

x

,

114.

0

R

�1

xe

5x

dx, 115.

1

R

e

2

dx

x lnx

3

,

116.

1

R

0

x sinx dx, 117.

�1

R

�1

dx

x+x

3

,

118.

�1

R

�1

dx

x

2

(1�x)

, 119.

0

R

�1

e

x

sinx dx,
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120.

1

R

�1

dx

1+x

2

, 121.

1

R

�1

dx

(x

2

+1)(x

2

+4)

,

122.

1

R

�1

dx

x

2

+2x+5

, 123.

1

R

�1

dx

x

2

�7x+10

.

124.

1

R

0

dx

p

x

, 125.

2

R

1

xdx

p

x�1

,

126.

0

R

� ln 2

e

x

p

1�e

2x

dx, 127.

1

R

�1

dx

p

1�x

2

,

128.

2

R

0

dx

x

2

�4x+3

, 129.

1

R

�1

dx

3

p

x

2

,

130.

1

R

0

dx

p

x(1�x)

, 131.

1

R

�1

dx

x

2

.

132.

e

R

1

dx

x

3

p

lnx

, 133.

�

2

R

0

dx

cosx

,

134.

2

R

0

dx

p

j1�x

2

j

, 135.

1

R

0

dx

1�x

3

,

136.

2

R

0

q

2+x

2�x

dx, 137.

2

R

1

dx

x ln

p

x

,

Rozhodnite, èi daný integrál konverguje alebo diverguje.

138.

1

R

0

dx

3x

4

+2x

2

+1

, 139.

1

R

1

dx

x+sin

2

x

,

140.

1

R

1

arctg x

x

dx, 141.

1

R

3

dx

p

x(x�1)(x�2)

,

142.

1

R

1

ln(1+x)

x

dx, 143.

1

R

1

e

�x

2

x

2

dx,

144.

1

R

0

x arctg x

p

1+x

3

dx, 145.

1

R

1

�

1� cos

2

x

�

dx,

146.

1

R

1

1+x

2

x

3

dx, 147.

1

R

0

e

�px

dx,

2.5.4 Výsledky

108.

�

2

8

, 109.

1

2

, 110. diverguje,

111.

2�

3

p

3

, 112.

1

2

, 113.

�

2

,

114. �

1

25

, 115.

1

8

, 116. diverguje,

117. �

1

2

ln 2, 118. 1� ln 2, 119. �

1

2

,

120. �, 121.

�

6

, 122.

�

2

,

123. diverguje, 124. 2, 125.

8

3

,

126.

�

3

, 127. �, 128. diverguje,

129. 6, 130. �, 131. diverguje,

132.

3

2

, 133. diverguje, 134.

�

2

+ ln(2 +

p

3),

135. diverguje, 136. � + 2,
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137.

(ln 2)

1�p

1�p

, ak p < 1, diverguje, ak p � 1.

138. konverguje, 139. diverguje, 140. diverguje,

141. konverguje, 142. diverguje, 143. konverguje,

144. diverguje, 145. konverguje, 146. diverguje,

147. konverguje pre p > 0 a diverguje pre p � 0.

2.6 Pou¾itie urèitého integrálu

Viaceré úlohy z geometrie a fyziky rie¹ime pomocou výpoètu urèitých integrálov. Takéto úlohy sa

skladajú z dvoch èastí. V prvej prevedieme rie¹enie daného geometrického alebo fyzikálneho problému

na rie¹enie niektorého urèitého integrálu. V druhej tento urèitý integrál vypoèítame. Druhú fázu

v rie¹eniach niektorých príkladov tejto kapitoly prenecháme èitateµovi.

Rôznorodé pou¾itie urèitého integrálu prebieha podµa nasledujúceho v¹eobecného princípu.

Predpokladajme, ¾e hodnoty niektorej velièiny y = f(x) v µubovoµnom intervale svojho

de�nièného oboru x 2 ha; bi jednoznaène urèujú èíselnú hodnotu z(f; a; b) velièiny z (závislú

od funkcie f a hraníc intervalu!). Nech táto závislos» spåòa dve podmienky

� z(f; a; b) = z(f; a; c) + z(f; c; b), ak c 2 (a; b) � D(f) (aditivita),

� Ak m < f(x) < M pre v¹etky x 2 ha; bi, tak m(b � a) < z(f; a; b) < M(b � a)

(ohranièenos»).

Potom platí

z(f; a; b) =

Z

b

a

f(x) dx:

Príkladmi takýchto závislostí sú napríklad funkcia S(f; a; x) spomínaná ako S(x) v úvode tejto

kapitoly alebo práca vykonaná pôsobením sily po niektorej krivke.

2.7 Pou¾itie urèitého integrálu v geometrii

2.7.1 Obsah rovinnej oblasti

V¹eobecný princíp pre výpoèet obsahu rovinnej oblasti je

Predpokladajme, ¾e ka¾dá priamka x = r; r 2 ha; bi má s danou obas»ou spoloènú úseèku

då¾ky l(r). Potom obsah oblasti v intervale ha; bi vypoèítame integrálom

P =

b

Z

a

l(r) dr: (2.15)
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Z tohoto princípu vyplývajú nasledujúce vz»ahy.

Obsah rovinnej oblasti ohranièenej grafom f � 0 (priamkami x = a, x = b) a osou o

x

v intervale

ha; bi vypoèítame pomocou integrálu

P =

b

Z

a

f(x) dx: (2.16)

Obsah oblasti ohranièenej grafmi funkcií f � g (a priamkami x = a, x = b) v intervale ha; bi

vypoèítame pomocou integrálu

P =

b

Z

a

(f(x)� g(x)) dx: (2.17)

Ak je krivka daná parametrickými rovnicami

x = '(t); y =  (t); t 2 h�; �i; (2.18)

tak obsah oblasti ohranièenej krivkou vypoèítame pomocou integrálu

P =

�

�

�

�

�

�

�

�

Z

�

 (t)'

0

(t) dt

�

�

�

�

�

�

�

: (2.19)

Poznámka 3. V niektorých prípadoch je oblas» ohranièená len grafom funkcie a osou o

x

, v iných

prípadoch je potrebné hranicu doplni» èas»ou priamky x = a a (alebo) x = b. Poznamenajme,

¾e posledný vzorec dostaneme substitúciou parametrického vyjadrenia (2.18) premenných x; y do

vzorca (2.16).

Tento vzorec platí aj pre krivky, ktoré sú grafmi funkcií (vtedy druhú èas» hranice tvorí os o

x

) aj

pre uzavreté krivky.

Poznámka 4. Pri rie¹ení príkladov na geometrické pou¾itie urèitého integrálu je väè¹inou dôle¾ité

naèrtnú» si obrázok situácie. Preto to odporúèame èitateµovi urobi» v ka¾dom príklade a cvièení tejto

kapitoly.

Príklad 18. Nájdeme obsah oblasti ohranièenej parabolou x

2

= 4y a krivkou y =

8

x

2

+4

.

Rie¹enie: Najskôr nájdeme x-ové súradnice prieseèníkov oboch kriviek (hranice intervalu integ-

rácie). Porovnaním y-ových súradníc bodov obidvoch kriviek dostávame rovnicu

x

2

4

=

8

x

2

+4

, ktorá po

úprave vedie k rovnici

x

4

+ 4x

2

� 32 = 0:

Túto substitúciou t = x

2

prevedieme na kvadratickú a vyrie¹ime. Dostaneme reálne rie¹enia x

1

= �2

a x

2

= 2. Zo spojitosti a porovnaním hodnôt obidvoch funkcií dosadením niektorého èísla intervalu

integrácie (napr. 0) dostávame, ¾e

8

x

2

+4

�

x

2

4

pre v¹etky x 2 h�2; 2i. Preto

P =

2

Z

�2

 

8

x

2

+ 4

�

x

2

4

!

dx =

"

4 arctg

x

2

�

x

3

12

#

2

�2

= 2� �

4

3

:

|

Príklad 19. Nájdeme obsah oblasti ohranièenej parabolou y = 3�2x�x

2

, jej dotyènicou v bode

[2;�5] a osou o

y

.
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[2,-5]

x

y

y=3-2x-x 2

Obr. 2.3: y = 3� 2x� x

2

s dotyènicou

Rie¹enie: Spomínaná dotyènica má rovnicu y = 7 � 6x (oddôvodnite!). V intervale integrácie

h0; 2i platí 7� 6x � 3� 2x� x

2

, preto

P =

2

Z

0

�

7� 6x� (3� 2x� x

2

)

�

dx =

2

Z

0

(x

2

� 4x+ 4) dx =

8

3

:

|

Niekedy je potrebné pre výpoèet interval integrácie rozlo¾i» na dve èasti.

Príklad 20. Vypoèítame obsah oblasti ohranièenej priamkou y = x+1, grafom funkcie y = cos x

a osou o

x

.

Rie¹enie: Priamka y = x+1 pretína o

x

v bode [�1; 0], graf funkcie y = cos x pretne os o

x

v bode

[

�

2

; 0]. Priamka a graf sa pritom pretínajú v bode [0; 1]. To znamená, ¾e oblas», ktorej obsah poèítame

je v intervale h�1; 0i zhora ohranièená grafom priamky y = x+ 1 a v intervale h0;

�

2

i grafom funkcie

y = cos x (naèrtnite obrázok!). Preto hladaný oblasti plochy poèítame ako súèet integrálov

P =

0

Z

�1

(x+ 1) dx +

�

2

Z

0

cos x dx =

3

2

:

|

Ak v rovniciach kriviek ohranièujúcich oblasti je premenná x funkciou premennej y zameníme ich

pozície vo vz»ahu (2.17).

Príklad 21. Vypoèítame obsah oblasti ohranièenej ohranièenej dvojicou parabol x = �2y

2

a x = 1� 3y

2

.
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Rie¹enie: V rovniciach obidvoch parabol je súradnica x funkciou súradnice y. Obidve paraboly

sa pretínajú v bodoch [�2;�1] a [�2; 1] a ich osi sú rovnobe¾né s osou o

x

. Nezávislá premenná y je

ohranièená v intervale h�1; 1i. V tomto intervale platí �2y

2

� 1� 3y

2

, preto

P =

1

Z

�1

�

1� 3y

2

� (�2y

2

)

�

dy =

4

3

:

|

Príklad 22. Vypoèítame obsah oblasti ohranièenej krivkou urèenou implicitne rovnicou (y�x)

2

=

x

3

a priamkou x = 1.

Rie¹enie: ¥avá strana rovnice je nezáporná, preto x 2 h0; 1i. Pre ka¾dú hodnotu r z tohoto

intervalu existujú práve dva body na danej krivke, ktorých x-ová súradnica má danú hodnotu. Ich

y-ové súradnice sú y

1

= r � r

p

r a y

2

= r + r

p

r. Preto priamka x = r pretína danú oblas» v úseèke

då¾ky 2r

p

r a podµa vz»ahu (2.15) platí

P =

1

Z

0

2r

p

r dr =

4

5

:

|

Príklad 23. Vypoèítame obsah elipsy urèenej parametrickými rovnicami x = a cos t; y =

b sin t; t 2 h0; 2�i.

Rie¹enie: Pou¾ijeme vz»ah (2.19) pre '(t) = a cos t a  (t) = b sin t.

P =

2�

Z

0

b sin tj � a sin tj dt = �a b:

|

Príklad 24. Vypoèítame obsah oblasti ohranièenej asteroidou urèenou rovnicou

�

x

a

�

2

3

+

�

y

a

�

2

3

= 1.

Rie¹enie: Uzavretú krivku ohranièujúcu oblas» najskôr vhodne parametrizujeme x = a cos

3

t; y =

a sin

3

t (overte!). Preto¾e obidve funkcie v parametrizácii majú periodu 2�, body zodpovedajúce hod-

notám parametra t = r a t = r + 2� sú zhodné. Preto oblas» integrácie je interval t 2 h0; 2�i.

P =

2�

Z

0

a sin

3

tja3 cos

2

t(� sin t)j dt = 3a

2

2�

Z

0

sin

4

t cos

2

t dt =

3

8

�a

2

:

Pre výpoèet posledného integrálu pozri Príklad 10. |

Cvièenia

Vypoèítajte obsahy rovinných oblastí ohranièených uvedenými krivkami. 148. Parabolou y = 4x�x

2

a osou o

x

. 149. Parabolou y = x

2

+1 a priamkou x+ y = 3. 150. Parabolou y = x

2

� 2 a priamkou

y = 2. 151. Osou o

y

a krivkou x = y

2

� y

3

. 152. Krivkami y = x

2

a y = x

3

. 153. Krivkou y = cos x

a priamkou y = �� pre x 2 h��; �i. 154. Krivkou y = sin(

�

2

x) a priamkou y = x. 155. Krivkami

y = sinx a y = cos x pre x 2 h

�

4

;

5�

4

i. 156. Krivkami y = 2

x

; y = 2x � x

2

, priamkou x = 2 a osou

o

y

. 157. Hyperbolou xy = a, priamkami x = a; x = b; b > a a osou o

x

. 158. Krivkou y =

1

3

p

x

2

,
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osou o

x

a priamkami x = �1; x = 1 (nevlastný integrál). 159. Krivkou y = lnx a osami o

x

; o

y

(nevlastný integrál). 160. Krivkou y =

1

p

x

, priamkou x = 4 a osou o

y

(nevlastný integrál). 161.

Krivkou y =

1

1+x

2

a osou o

x

(nevlastný integrál). 162. Parabolami y = 4x

2

; y =

x

2

9

a priamkou y = 2.

163. Krivkami y = lnx; y = ln

2

x. 164. Parabolou y = x

2

� 2x+ 2, jej dotyènicou v bode T = [3; 5]

a osou o

y

. 165. Krivkou y

2

= x(x � 1)

2

. 166. Krivkou y = e

�x

sinx a osou o

x

v intervale h0; �i.

167. Krivkou urèenou parametricky x = a(t � sin t); y = a(1 � cos t); t 2 h0; 2�i a osou o

x

. 168.

Krivkou urèenou parametricky x = 12 cos t+ 5 sin t; y = 5 cos t � 12 sin t, t 2 h0; 2�i. 169. Krivkou

urèenou parametricky x = a sin t; y = b sin 2t; t 2 h0; �i 170. Krivkou urèenou parametricky

x = 3 cos

3

t; y = �6 sin

3

t, t 2 h0; 2�i. 171. Krivkou urèenou parametricky x = a cos t; y = b sin

3

t,

t 2 h0; 2�i. 172. Krivkou urèenou parametricky x = t

2

� 1; y = t

3

� t; t 2 h�1; 1i. 173. Krivkou

urèenou parametricky x = 2t� t

2

; y = 2t

2

� t

3

; t 2 h0; 2i. 174. Nech f je spojitá a kladná funkcia

v intervale h0; 1i a nech plocha medzi grafom funkcie f a osou o

x

v intervale h0; xi je sinx. Nájdite

vyjadrenie funkcie f . 175. Nech f je spojitá a kladná funkcia v intervale h0;1) a nech plocha medzi

grafom funkcie f a osou o

x

v intervale h0; xi je

x

2

2

+

x

2

sinx+

�

2

cosx. Nájdite f(

�

2

).

Výsledky

148.

32

3

, 149.

9

2

, 150.

32

3

, 151.

1

12

,

152.

1

12

, 153. 2�

2

, 154.

4

�

� 1, 155. 2

p

2,

156.

3

ln 2

�

4

3

, 157. a ln

b

a

, 158. 6, 159. 1,

160. 4, 161. �, 162.

20

p

2

3

, 163. 3� e,

164. 9, 165.

8

15

, 166.

1+e

��

2

, 167. 3�a

2

,

168. 169�, 169.

4

3

ab, 170.

27�

4

, 171.

3

4

�ab,

172.

8

15

, 173.

8

15

, 174. f(x) = sinx, 175.

1

2

.

2.7.2 Objem telies

V¹eobecný princíp pre výpoèet objemu telesa pomocou integrálu je

Predpokladajme, ¾e ka¾dá rovina x = r; r 2 ha; b; i má s daným telesom spoloènú oblas»

s obsahom s(r). Potom objem telesa v intervale ha; bi vypoèítame integrálom

S =

b

Z

a

s(r) dr: (2.20)

Z tohoto princípu dostávame:

Ojem rotaèného telesa, ktoré vznikne rotáciou rovinnej oblasti ohranièenej grafom funkcie f � 0,

(priamkami x = a, x = b) a osou o

x

v intervale ha; bi okolo osi o

x

vypoèítame pomocou integrálu

V = �

b

Z

a

f

2

(x) dx: (2.21)
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Objem rotaèného telesa, ktoré vznikne rotáciou rovinnej oblasti ohranièenej grafmi funkcií f �

g � 0 (a priamkami x = a, x = b) v intervale ha; bi okolo osi o

x

vypoèítame pomocou integrálu

V = �

b

Z

a

(f

2

(x)� g

2

(x)) dx: (2.22)

Objem rotaèného telesa, ktoré vznikne rotáciou oblasti ohranièenej uzavretou krivkou urèenou

parametrickými rovnicami 2.18, kde  (t) � 0; t 2 h�; �i, okolo osi o

x

vypoèítame pomocou integrálu

V = �j

�

Z

�

 

2

(t)'

0

(t) dtj: (2.23)

Poznamenajme, ¾e na platnos» vz»ahu je potrebná existencia derivácie funkcie ' v intervale integrácie

a odvodíme ho dosadením rovníc 2.18 do vz»ahu 2.21.

Príklad 25. Vypoèítame objem elipsoidu

x

2

a

2

+

y

2

b

2

+

z

2

c

2

= 1.

Rie¹enie: Pou¾ijeme v¹eobecný princíp výpoètu objemu. Pre r 2 h�a; ai rovina x = r pretne

elipsoid v elipse s rovnicou

y

2

b

2

�

1�

r

2

a

2

�

+

z

2

c

2

�

1�

r

2

a

2

�

= 1. Aplikáciou Príkladu 23 dostávame, ¾e obsah

tejto elipsy je

S(r) = �b

s

1�

r

2

a

2

c

s

1�

r

2

a

2

= �bc

 

1�

r

2

a

2

!

:

Preto

V =

a

Z

�a

�bc

 

1�

r

2

a

2

!

dr = �bc

"

r �

r

3

3a

2

#

a

�a

=

4

3

�a bc:

|

Príklad 26. Overíme vzorec pre výpoèet objemu ku¾eµa s polomerom podstavy r a vý¹kou v.

Rie¹enie: Ku¾eµ umiestnime vrcholom do zaèiatku súradnicovej sústavy tak, ¾e jeho os splýva

s osou o

x

. Takto umiestnený ku¾eµ je vytvorený rotáciou priamky y =

r

v

x okolo osi o

x

v intervale h0; vi.

Pou¾ijeme vz»ah (2.21).

V = �

v

Z

0

�

r

v

x

�

2

dx = �

�

r

v

�

2

"

x

3

3

#

v

0

=

1

3

�r

2

v:

Odporúèame èitateµovi vyrie¹i» tento príklad pomocou v¹eobecného princípu pre výpoèet objemov. |

Príklad 27. Vypoèítame objem telesa, ktoré vznikne rotáciou oblasti ohranièenej krivkou y

2

=

(x� 1)

3

a priamkou x = 2 okolo osi o

x

.

Rie¹enie: ¥avá strana rovnice de�nujúcej krivku je nezáporná. Z toho vyplýva, ¾e x � 1 a preto

interval integrácie bude h1; 2i. Naviac, krivka je symetrická podµa osi o

x

, skladá sa toti¾ z grafov dvoch

funkcií y = (x� 1)

3

2

a y = �(x� 1)

3

2

. Preto

V = �

2

Z

1

(x� 1)

3

dx =

1

4

�:
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|

Príklad 28. Vypoèítame objem telesa, ktoré vznikne rotáciou jedného oblúka cykloidy x =

a(t� sin t); y = a(1� cos t); t 2 h0; 2�i okolo osi o

x

.

Rie¹enie: Pou¾ijeme vz»ah (2.23).

V = �

2�

Z

0

a (1� cos t)

2

a (1� cos t) dt = �a

2

2�

Z

0

(1� cos t)

2

dt = 5�

2

a

3

:

|

Cvièenia

Vypoèítajte objemy telies urèených rotáciou rovinných oblastí ohranièených danými krivkami okolo

osi o

x

. 176. Parabolou y = x

2

a priamkou y = 4. 177. Parabolou y = 3x � x

2

a priamkou y = x.

178. Parabolou y = x

2

+ 1 a priamkou y = x+ 3. 179. Krivkami y =

p

x a y =

x

2

8

. 180. Krivkou

y = sinx a osou o

x

v intervale h0; �i. 181. Krivkami y = sinx; y = cos x a osou o

y

v intervale

h0;

�

4

i. 182. Krivkami y = x

2

a x = y

2

. 183. Krivkami y =

x

2

2

a y =

x

3

8

. 184. Krivkou y = e

x

p

x

a priamkami x = 1 a y = 0. 185. Hyperbolou xy = a, osou o

x

a priamkami x = b; x = c; 0 < b < c.

186. Kru¾nicou x

2

+ y

2

= 1 a parabolou y

2

=

3

2

x. 187. Èas»ou hyperboly x

2

� y

2

= 1; x > 0

a priamkou x = a + 1; a > 0. 188. Krivkou y = sinx a priamkou y =

2

�

x. 189. Krivkou

y = e

�x

a osami o

x

a o

y

, x > 0 (nevlastný integrál). 190. Krivkou y = lnx a osami o

x

a o

y

(nevlastný integrál). 191. Uzavretou krivkou s parametrickými rovnicami x = a cos

3

t; y = a sin

3

t.

192. Uzavretou krivkou s parametrickými rovnicami x = t

2

; y = t�

t

3

3

; t 2 h0;

p

3i. 193. Uzavretou

krivkou s parametrickými rovnicami x =

c

2

a

cos

3

t; y =

c

2

b

sin

3

t; t 2 h0; �i; c

2

= a

2

� b

2

. 194.

Guµa s polomerom r je pre»atá rovinou vzdialenou d < r od jej stredu. Vypoèítajte objem men¹ej

èasti. 195. Nájdite vzorec pre objem pravidelného ihlana s obsahom podstavy P a vý¹kou h.

Výsledky

176.

256�

5

, 177.

56�

15

, 178.

117�

5

,

179.

24�

5

, 180.

�

2

2

, 181.

�

2

,

182.

3�

10

, 183.

512�

35

, 184.

�

4

(e

2

+ 1),

185.

�a

2

bc

(c� b), 186.

19

48

�, 187.

�

3

(a

3

+ 3a

2

),

188.

�

2

6

, 189.

�

2

, 190. �,

191.

32

105

�a

2

. 192.

3�

4

, 193.

32�c

6

105a b

2

,

194. V = �(

2

3

r

3

� dr

2

+

d

2

3

),

195. V =

1

3

hS.

2.7.3 Då¾ka krivky

Då¾ku rovinnej krivky, ktorá je grafom funkcie f , ktorá má spojitú deriváciu v intervale ha; bi vypoèí-

tame pomocou integrálu

D =

b

Z

a

q

1 + (f

0

(x))

2

dx: (2.24)
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Då¾ku rovinnej krivky, ktorá je urèená parametrickými rovnicami 2.18, ak derivácie '

0

(t);  

0

(t) sú

spojité v intervale h�; �i vypoèítame pomocou integrálu

D =

�

Z

�

q

('

0

(t))

2

+ ( 

0

(t))

2

dt: (2.25)

Príklad 29. Vypoèítame då¾ku krivky y = 2x� x

2

v intervale h0; 1i.

Rie¹enie: Pou¾ijeme vz»ah (2.24) a pri výpoète primitívnej funkcie pou¾ijeme výsledok Prí-

kladu (21) z èasti Neurèitý integrál.

D =

1

Z

0

q

1 + (2� 2x)

2

dx =

1

Z

0

p

4x

2

� 8x+ 5 dx =

=

�

1

2

x(x� 1)

p

4x

2

� 8x+ 5 +

1

4

ln(

p

4x

2

� 8x+ 5 + 2x� 2)

�

1

0

=

=

p

5

2

�

1

4

ln(

p

5� 2):

|

Príklad 30. Vypoèítame då¾ku polokubickej paraboly y

2

= x

3

v intervale h0; 1i.

y

x

y =x2 31

-1

1

Obr. 2.4: y

2

= x

3

Rie¹enie: Krivka sa skladá z dvoch èastí y = x

3

2

a y = �x

3

2

symetrických podµa osi o

x

. Preto jej

då¾ka bude dvojnásobkom då¾ky jednej z nich. Pou¾ijeme vz»ah (2.24), prièom f(x) = x

3

2

a f

0

(x) =

3

2

p

x.

D = 2

1

Z

0

r

1 +

9

4

x dx =

9

4

2

3

"

�

1 +

9

4

x

�

3

2

#

1

0

=

16

27

�

13

8

p

13 � 1

�

:

|

Príklad 31. Vypoèítame då¾ku jedného oblúka cykloidy x = a(t � sin t), y = a(1 � cos t),

t 2 h0; 2�i.



68 KAPITOLA 2. URÈITÝ INTEGRÁL

Rie¹enie: Pou¾ijeme vz»ah (2.25) a trigonometrickú identitu 1� cos t = 2 sin

2
t

2

.

D =

2�

Z

0

q

a

2

(1 � cos t)

2

+ a

2

sin

2

t dt =

= a

2�

Z

0

p

2� 2 cos t dt = a

2�

Z

0

2 sin

t

2

dt = 8a:

|

Príklad 32. Vypoèítame då¾ku jednej èasti asteroidy x = a cos

3

t, y = a sin

3

t; t 2 h0;

�

2

i.

Rie¹enie:

D =

�

2

Z

0

q

9a

2

cos

4

t sin

2

t+ 9a

2

sin

4

t cos

2

t dt = 3a cos t sin t dt =

3

2

a:

Cvièenia

Vypoèítajte då¾ky daných kriviek.

196. y =

1

3

(x

2

+ 2)

3

2

; x 2 h0; 3i, 197. y =

x

2

4

; x 2 h0; 2

p

2i, 198. y = ln(sinx); x 2 h

�

3

;

�

2

i, 199.

y =

2

3

x

p

x; x 2 h0; 1i, 200. y = (

x

2

4

�

1

2

lnx); x 2 h1; 2i, 201. y = ln

�

e

x

+1

e

x

�1

�

; x 2 ha; bi, 202.

y = coshx; x 2 h0; 1i, 203. y = lnx; x 2 h

p

3;

p

8i, 204. y = arcsinx+

p

1� x

2

; x 2 h0; 1i, 205.

x = cos t; y = t+sin t; t 2 h0; �i, 206. x = t

2

; y = t�

t

3

3

; t 2 h0;

p

3i, 207. x =

t

3

3

�t; y = t

2

+2; t 2

h0; 3i, 208. x = a cos

3

t; y = a sin

3

t; t 2 h0; 2�i, 209. x = cos t + t sin t; y = sin t � t cos t; t 2

h0;

�

2

i, 210. x = sin

2

t; y = cos

2

t; t 2 h0;

�

2

i, 211. x = e

t

cos t; y = e

t

sin t; t 2 h0; ln�i, 212.

x = 8 sin t+ 6 cos t; y = 6 sin t� 8 cos t; t 2 h0;

�

2

i, 213. y = 2

p

x; x 2 h1; 2i.

Výsledky

196. 12, 197. ln(

p

2 +

p

3) +

p

6, 198.

1

2

ln 3,

199.

2

3

(

4

p

8� 1), 200.

3

4

+

1

2

ln 2, 201. ln

�

e

b

�e

�b

e

a

�e

�a

�

,

202. sinh1 � 1; 17, 203. 1 +

1

2

ln

3

2

, 204. 4� 2

p

2,

205. 4, 206. 2

p

3, 207. 12,

208. 6a, 209.

�

2

8

, 210.

p

2,

211.

p

2(� � 1), 212. 5�,

213.

p

6�

p

2 +

1

2

ln

2

p

6+5

2

p

2+3

.

2.7.4 Obsah povrchu rotaènej plochy

Obsah povrchu rotaènej plochy, ktorá vznikne rotáciou grafu funkcie f v intervale ha; bi okolo osi o

x

vypoèítame pomocou integrálu

S = 2�

b

Z

a

jf(x)j

q

1 + (f

0

(x))

2

dx: (2.26)
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Osah povrchu rotaènej plochy, ktorá vznikne rotáciou uzavretej krivky urèenej parametrickými

rovnicami 2.18 okolo osi o

x

vypoèítame pomocou integrálu

S = 2�

�

Z

�

j (t)j

q

('

0

(t))

2

+ ( 

0

(t))

2

dt: (2.27)

Poznamenajme, ¾e na platnos» vz»ahu je potrebná existencia derivácie funkcií ' a  v intervale inte-

grácie.

Príklad 33. Vypoèítame obsah povrchu plochy, ktorá vznine rotáciou krivky y = sin 2x v intervale

h0;

�

2

i okolo osi o

x

.

Rie¹enie: Pou¾ijeme vz»ah (2.26) a substitúciu t = 2 cos 2x.

S = 2�

�

2

Z

0

sin 2x

p

1 + 4 cos

2

2x dx =

= 2�

�2

Z

2

p

1 + t

2

�

�

1

4

�

dt =

�

2

2

Z

�2

p

1 + t

2

dt =

=

�

2

�

t

2

p

1 + t

2

+

1

2

ln(t+

p

1 + t

2

)

�

2

�2

=

�

2

(2

p

5 + ln(

p

5 + 2)):

Pri výpoète primitívnej funkcie v poslednom integrále sme pou¾ili výsledok Príkladu (23) z èasti

Neurèitý integrál. |

Príklad 34. Vypoèítame obsah povrchu plochy, ktorá vznikne rotáciou asteroidy x = a cos

3

t; y =

a sin

3

t; t 2 h0;

�

2

i.

Rie¹enie: Podrobnosti výpoètu sú podobné ako v Príklade 32.

S = 2�

�

2

Z

0

a sin

3

t

q

9a

2

cos

4

t sin

2

t+ 9a

2

sin

4

t cos

2

t dt =

= 2�

�

2

Z

0

a sin

3

t(3a cos t sin t dt =

6

5

�a

2

:

|

Príklad 35. Overíme vzorec pre výpoèet povrchu gule s polomerom r.

Rie¹enie: Stred gule umiestnime do zaèiatku súradnicovej sústavy. Guµa tak vznikne rotáciou

oblasti ohranièenej polkru¾nicou urèenou parametrickými rovnicami x = r cos t; y = r sin t; t 2 h0; �i

a osou o

x

okolo osi o

x

. Pou¾ijeme vz»ah (2.27).

S = 2�

�

Z

0

r sin t

q

r

2

sin

2

t+ r

2

cos

2

t dt = 2�r

2

�

Z

0

sin t dt = 4�r

2

:

|
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Cvièenia

Vypoèítajte obsahy povrchov rotaèných plôch, ktoré vzniknú rotáciou danej krivky okolo osi o

x

. 214.

y = kx; x 2 ha; bi; 0 < a < b; k > 0, 215. y = x

3

; x 2 h0; 1i, 216. y =

p

x; x 2 h0; 2i,

217. y = e

�x

; x 2 h0;1), 218. y = 2 cosh(

x

2

); x 2 h0; 2i, 219. y =

x

2

2

; x 2 h0;

3

4

i, 220.

x = cos t; y = 1 + sin t; t 2 h0; 2�i, 221. x = a cos

3

t; y = a sin

3

t; t 2 h0; �i, 222. x = sin

2

t; y =

cos

2

t; t 2 h0;

�

2

i, 223. x = t� sin t; y = 1�cos t; t 2 h0; 2�i, 224. x = t

2

; y =

t

3

(t

2

�3); t 2 h0;

p

3i,

225. x = a sin 2t; y = 2a sin

2

t; t 2 h0; �i; a > 0.

Výsledky

214. �k

p

k

2

+ 1(b

2

� a

2

), 215.

�

27

(10

p

10� 1), 216.

13�

3

,

217. �(

p

2 + ln(1 +

p

2), 218. �(e

2

� e

�2

+ 4), 219. �

�

255

1024

�

ln 2

8

�

,

220. 4�

2

, 221.

12�a

2

5

, 222. �

p

2,

223.

64�

3

, 224. 3�, 225. 4�

2

a

2

.

2.7.5 Výpoèet súradníc »a¾iska

«a¾isko plo¹nej hmotnej oblasti s plo¹nou hustotou %(x) ohranièenej grafmi funkcií f a g v intervale

ha; bi má súradnice

T

x

=

M

y

M

; T

y

=

M

x

M

;

kde

M

x

=

1

2

b

Z

a

%(x)(f

2

(x)� g

2

(x)) dx;

M

y

=

b

Z

a

%(x)x(f(x)� g(x)) dx;

M =

b

Z

a

%(x)(f(x)� g(x)) dx:

«a¾isko hmotného oblúka s då¾kovou hustotou �(t) urèeného parametrickými rovnicami (2.18) má

súradnice

T

x

=

M

y

M

; T

y

=

M

x

M

;

kde

M

x

=

�

Z

�

�(t) (t)

q

('

0

(t))

2

+ ( 

0

(t))

2

dt;

M

y

=

�

Z

�

�(t)'(t)

q

('

0

(t))

2

+ ( 

0

(t))

2

dt;

M =

�

Z

�

�(t)

q

('

0

(t))

2

+ ( 

0

(t))

2

dt:
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Poznámka 5. Velièiny M

x

resp. M

y

voláme statický moment vzhµadom k osi o

x

resp. o

y

.

Poznámka 6. Poznamenajme, ¾e v prípade homogénnej oblasti alebo oblúka (t.j. funkcia hustoty

je kon¹tantná) je pri výpoète »a¾iska informácia o hustote zbytoèná a mô¾eme integrály v èitateli aj

menovateli poèíta» bez funkcie hustoty pomocou velièín M

0

x

=

M

x

%

; M

0

y

=

M

y

%

; M

0

=

M

%

. Uvedomme

si, ¾e velièina M

0

predstavuje obsah oblasti, resp. då¾ku oblúka.

Príklad 36. Nájdeme súradnice »a¾iska hmotnej rovinnej oblasti ohranièenej parabolou y = 9�x

2

a osou o

x

a) ak je oblas» homogénna b) ak jej plo¹ná hustota je %(x) =

1

1+x

2

Rie¹enie: V obidvoch prípadoch staèí poèíta» súradnicu y »a¾iska, v prípade a) vïaka symetrii

oblasti podµa osi o

y

a homogenite, v prípade b) vïaka spomínanej symetrii paraboly a tie¾ symetrii

funkcie hustoty podµa tej istej osi. V obidvoch prípadoch bude x-ová súradnica »a¾iska T

x

= 0. Skúste

e¹te pred výpoètom odhadnú», v ktorom prípade bude »a¾isko vy¹¹ie! a) Potrebujeme vypoèíta» M

x

a M , z homogenity vyplýva, ¾e %(x) = c, preto pou¾ijeme hodnoty M

0

x

a M

0

.

M

0

x

=

1

2

3

Z

�3

(9� x

2

)

2

dx =

648

5

:

M

0

=

3

Z

�3

(9� x

2

) dx = 36:

Preto

T = [0;

M

0

x

M

0

] = [0;

18

5

] = [0 ; 3; 6]:

b) Pri výpoète vyu¾ijeme párnos» integrovanej funkcie (premyslite si kde a ako) a techniku integrovania

racionálnej funkcie.

M

x

=

1

2

3

Z

�3

1

1 + x

2

(9� x

2

)

2

dx =

3

Z

0

x

4

� 18x

2

+ 81

1 + x

2

dx = 100 arctg 3� 48:

M =

3

Z

�3

1

1 + x

2

(9� x

2

) dx = 2

3

Z

0

9� x

2

1 + x

2

dx = 20 arctg 3� 6:

Preto

T = [0;

100 arctg 3� 48

20 arctg 3� 6

] � [0 ; 4; 05]:

|

Príklad 37. Vypoèítame súradnice »a¾iska homogénneho ¹tvr»kruhu so stredom v zaèiatku sú-

radnicovej sústavy a polomerom r, le¾iaceho v prvom kvadrante.

Rie¹enie: Vïaka homogenite a symetrii podµa priamky y = x, le¾í »a¾isko na tejto priamke. Preto

nám staèí vypoèíta» jednu zo súradníc, v tomto prípade je o nieèo jednoduch¹ie poèíta» súradnicu y

(skúste vypoèíta» súradnicu x). Daný ¹tvr»kruh je grafom funkcie y =

p

r

2

� x

2

; x 2 h0; ri.

M

0

x

=

1

2

r

Z

0

(r

2

� x

2

) dx =

1

3

r

3

:
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Druhá velièina, ktorú máme vypoèíta» je M

0

=

M

%

, èo je vlastne obsah ¹tvr»kruhu a preto M

0

=

�

4

r

2

(skúste overi» výpoètom príslu¹ného integrálu). Preto

T = [

M

0

x

M

0

;

M

0

x

M

0

] = [

4

3�

r;

4

3�

r]:

|

Príklad 38. Nájdeme súradnice »a¾iska homogénnej polkru¾nice x

2

+ y

2

= r

2

; y � 0.

Rie¹enie: Polkru¾nicu parametrizujeme x = r cos t; y = r sin t; t 2 h0; �i. Vzhµadom k symetrii

je x-ová súradnica »a¾iska 0.

M

0

y

=

�

Z

0

r sin t

q

r

2

sin

2

t+ r

2

cos

2

t dt = r

2

�

Z

0

sin t dt = 2r

2

:

M

0

=

�

Z

0

q

r

2

sin

2

t+ r

2

cos

2

t dt = �r:

Preto

T = [0;

2r

2

�r

] = [0;

2r

�

]:

|

Príklad 39. Nájdeme »a¾isko homogénneho oblúka cykloidy x = a(t � sin t), y = a(1 � cos t),

t 2 h0; 2�i.

Rie¹enie: Oblúk je súmerný podµa priamky x = �a, preto »a¾isko le¾í na tejto priamke (overte!).

Då¾ka oblúka je 8a (pozri Príklad 31) Staèí teda poèíta»

T

y

=

M

0

x

8a

=

1

8a

2�

Z

0

a(1� cos t)

q

a

2

(1� cos t)

2

+ a

2

sin

2

t dt =

a

8

2�

Z

0

(1� cos t)

p

2� 2 cos t dt =

=

a

8

2�

Z

0

(1� cos t)2 sin

t

2

dt =

a

2

2�

Z

0

sin

3

t

2

dt =

4

3

a:

Preto T = [�a;

4

3

a]. |

2.7.6 Guldinove vety

Guldinova prvá veta.

Majme v rovine danú priamku o a krivku C le¾iacu celú v jednej polrovine urèenej priamkou o. Obsah

povrchu rotaènej plochy, ktorá vznikne rotáciou krivky C okolo osi o sa rovná súèinu då¾ky krivky

a då¾ky kru¾nice, ktorú pri tejto rotácii opí¹e »a¾isko krivky.

Guldinova druhá veta.

Majme v rovine danú priamku o a oblas» D le¾iacu celú v jednej polrovine urèenej priamkou o. Objem
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rotaèného telesa, ktoré vznikne rotáciou oblasti D okolo osi o sa rovná súèinu obsahu oblasti a då¾ky

kru¾nice, ktorú pri tejto rotácii opí¹e »a¾isko oblasti.

Poznamenajme, ¾e obidve vety platia len pre homogénne útvary. Obidve vety vyjadrujú vz»ah

medzi tromi velièinami, z ktorého je mo¾né z hodnôt dvoch z nich vypoèíta» tretiu.

Príklad 40. Nájdeme súradnice »a¾iska

a) homogénnej polkru¾nice x

2

+ y

2

= r

2

; y � 0; b) homogénneho polkruhu x

2

+ y

2

= r

2

; y � 0:

Rie¹enie: a) Poznamenajme, ¾e túto úlohu sme rie¹ili v predchádzajúcej èasti priamo. Z dôvodov

symetrie je x-ová súradnica »a¾iska rovná 0. Rotáciou okolo osi o

x

vytvorí polkru¾nica guµovú plochu

so známym povrchom S = 4�r

2

. Podµa prvej Guldinovej vety sa táto hodnota rovná súèinu då¾ky

polkru¾nice �r a då¾ky kru¾nice, ktorú vytvorí pri rotácii »a¾isko 2�T

y

. Preto

4�r

2

= (�r)(2�T

y

);

odkiaµ T

y

=

2r

�

.

b) Z dôvodov symetrie je x-ová súradnica »a¾iska 0.Podµa druhej Guldinovej vety je objem gule vy-

tvorenej rotáciou polkruhu rovný obsahu polkruhu a då¾ky kru¾nice opísanej pri rotácii »a¾iskom

4

3

�r

3

= (

�

2

r

2

)(2�T

y

):

Preto T = [0;

4

3�

r]. |

Príklad 41. Vypoèítame povrch a objem anuloidu vytvoreného rotáciou kru¾nice (kruhu) so

stredom S = [0; a] s polomerom r < a.

Rie¹enie: Pou¾ijeme Guldinove vety. Keï¾e »a¾iskom homogénnej kru¾nice (aj kruhu) je jej stred,

pre povrch anuloidu platí

S = (2�r)(2�a) = 4�

2

a r

a pre jeho objem

V = (�r

2

)(2�a) = 2�

2

a r

2

:

|

Príklad 42. Nájdeme súradnice »a¾iska èasti asteroidy x = a cos

3

t; y = a sin

3

t; t 2 h0;

�

2

i.

Rie¹enie: Krivka je súmerná podµa priamky y = x, preto sa obidve súradnice »a¾iska rovnajú.

Na výpoèet súradnice T

y

pou¾ijeme prvú Guldinovu vetu (preèo nie druhú?) a vyu¾ijeme výsledok

Príkladu 32S =

6

5

�a

2

a výsledok Príkladu 34D =

3

2

a. Preto

S = D(2�T

y

);

6

5

�a

2

=

3

2

a (2�T

y

);

odkiaµ T = [

2

5

a;

2

5

a]. |

Kvôli oceneniu u¾itoènosti Guldinových viet odporúèame èitateµovi vyrie¹i» nasledujúci príklad aj

bez pou¾itia týchto viet.

Príklad 43. Vypoèítame objem a obsah povrchu rotaèného telesa, ktoré vznikne rotáciou ¹tvorca

so stredom v bode C = [0; c] a stranou då¾ky a < c

p

2 (preèo je potrebná táto podmienka?, nezávisia

hladané velièiny aj na polohe strán ¹tvorca?).

Rie¹enie: «a¾isko je toto¾né so stredom ¹torca. Podµa prvej Guldinovej vety platí

S = (4a)(2�c) = 8�ac:
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Podµa druhej Guldinovej vety platí

V = (a

2

)(2�c) = 2�a

2

c:

|

Cvièenia

Vypoèítajte súradnice »a¾iska homogénnych rovinných oblastí ohranièených krivkami. 226. y =

4 � x

2

; y = 0, 227. y = x � x

2

; x + y = 0, 228. x = y � y

3

; x = 0; y 2 h0; 1i, 229.

y = 2x

2

�4x; y = 2x�x

2

, 230. y = cos x; x =

�

2

; x = 0; y = 0, 231. y = sinx; x =

�

2

; x = 0; y = 0.

232. Vypoèítajte súradnice »a¾iska nehomogénnej rovinnej oblasti s plo¹nou hustotou %(x) = cx

2

ohra-

nièenej krivkou y = 4� x

2

a osou o

x

.

Vypoèítajte súradnice »a¾iska homogénneho hmotného oblúka urèeného parametrickými rovnicami.

233. x = a cos t; y = b sin t; t 2 h0;

�

2

i, 234. x = a cos

3

t; y = a sin

3

t; t 2 h0;

�

2

i, 235.

x = t

2

; y = t �

t

3

3

; t 2 h0;

p

3i, 236. x = a(cos t + t sin t); y = a(sin t � t cos t); t 2 h0; �i, 237.

Nájdite súradnice »a¾iska ¹tvr»kru¾nice x

2

+y

2

= r

2

; x � 0; y � 0, ktorej lineárna hustota je v ka¾dom

bode rovná súèinu súradníc bodu.

V nasledujúcich príkladoch pou¾ite Guldinove vety. 238. Vypoèítajte súradnice »a¾iska oblúka kru¾-

nice x = r cos t; y = r sin t; t 2 h��; �i. 239. Vypoèítajte objem telesa vytvoreného rotáciou

polkruhu s polomerom r okolo dotyènice rovnobe¾nej s jeho priemerom. 240. Vypoèítajte objem

a povrch telesa, ktoré vznikne rotáciou obdå¾nika so stranami då¾ky 6 a 8 okolo osi prechádzajúcej vr-

cholom a kolmej na jeho uhloprieèku. 241. Vypoèítajte objem a povrch telesa, ktoré vznikne rotáciou

pravidelného n-uholníka so stranou då¾ky a okolo jednej z jeho strán.

Výsledky

226. T = [0;

8

5

], 227. T = [1;�

3

5

], 228. T = [

16

105

;

8

15

],

229. T = [1;�

2

5

], 230. T = [

��2

2

;

�

8

], 231. T = [1;

�

8

],

232. T = [0;

8

7

], 233. T = [

4a

3�

;

4b

3�

], 234. T = [

2a

5

;

2a

5

],

235. T = [

7

5

;

p

3

4

], 236. T = [2a

�

2

�6

�

2

;

6a

�

], 237. T = [

2r

3

;

2r

3

],

238. T = [r

sin(2�)

2�

; 0],

239. V = �r

3

3��4

3

,

240. V = 480�; S = 280�,

241. V =

1

4

n�a

3

cotg

2

�

n

; S = n�a

2

cotg

�

n

.

2.8 Pou¾itie urèitého integrálu vo fyzike

2.8.1 Práca

Na výpoèet práce vykonanej silou F (x) pôsobiacou v intervale ha; bi pou¾ívame vz»ah

A =

b

Z

a

F (x) dx:

Príklad 44. Akú prácu potrebujeme na roztiahnutie pru¾iny o 4 cm, ak sila potrebná na jej

roztiahnutie o 1 cm je 1 N .
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Rie¹enie: Oznaème x då¾ku, o ktorú je pru¾ina roztiahnutá. Hookov zákon hovorí, ¾e sila potrebná

na roz»ahovanie pru¾iny je priamo úmerná då¾ke roztiahnutia pru¾iny, t.j. F (x) = kx. Kon¹tantu k

vypoètame z podmienky F (0; 01) = k:0; 01 = 1 (kvôli súladu fyzikálnych jednotiek meriame då¾ku

v metroch), teda k = 100. Hladaná práca je

A =

0;04

Z

0

100x dx = 50[x

2

]

0;04

0

= 0; 08J:

|

Príklad 45. Nájdeme prácu potrebnú na odèerpanie vody z koryta tvaru polvalca då¾ky h a po-

lomerom podstavy r.

Rie¹enie: Rozlo¾me celý objem vody v koryte na veµmi tenké vodorovné vrstvy hrúbky dx.

rx

dx

...
...

Obr. 2.5: Voda v koryte.

Tvar vrstvy, ktorá je v håbke x pod hladinou mô¾eme pova¾ova» za kváder s rozmermi h; 2

p

r

2

� x

2

(podstava) a dx (vý¹ka). Na jej odèerpanie vynalo¾íme prácu rovnú súèinu jej objemu, hustoty vody

%, gravitaèného zrýchlenia g a dráhy x

A(x) = %ghx2

p

r

2

� x

2

dx:

Preto celková práca potrebná na odèerpanie vody je

A =

r

Z

0

2%ghx

p

r

2

� x

2

dx = 2%gh

r

Z

0

x

p

r

2

� x

2

=

2

3

%ghr

3

:

|

2.8.2 Tlaková sila

Pre výpoèet celkovej tlakovej sily (tlaku) kvapaliny v kon¹tantnej håbke h sa pou¾íva Pascalov zákon

P = %ghS;

kde % je hustota kvapaliny, g = 9; 81m=s

2

je gravitaèná kon¹tanta a S je veµkos» plochy. Pri meniacej

sa håbke vypoèítame celkový tlak integrálom

P = %g

h

2

Z

h

1

hS(h) dh;
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kde h

1

; h

2

sú hranice håbky a S(h) je veµkos» plochy, na ktorú tlak pôsobí v håbke h.

Príklad 46. Nájdeme tlak vody na vertikálnu sklenenú stenu tvaru polkruhu umiestnenú prieme-

rom då¾ky 6m na hladine vody. Hustota vody je % = 1000 kgm

�3

a gravitaèné zrýchlenie g = 9; 81m=s

2

.

Rie¹enie: Celkový tlak na úzky vodorovný pruh steny vý¹ky dh v håbke h je rovný velièine

P (h) = %ghS(h), kde S(h) = 2

p

9� h

2

dh je obsah pruhu. Potom celkový tlak je limitou súètu

takýchto tlakov P (h) pre dh! 0, preto

P =

3

Z

0

%gh2

p

9� h

2

dh = 19620

3

Z

0

h

p

9� h

2

dh =

= �

19620

3

[(9 � h

2

)

3

2

]

3

0

= 176580 N:

|

Cvièenia

242. Akú prácu treba na roztiahnutie pru¾iny o 6 cm, ak na jej roztiahnutie o 1 cm je potrebná sila

2; 5 N? 243. Akú prácu treba na stlaèenie pru¾iny o 5 cm, ak na jej stlaèenie o 3 cm je potrebná sila

15 N? 244. Nádoba tvaru pologule priemeru 20 m je naplnená vodou. Aká práca je potrebná na jej

odèerpanie? 245. Nádoba tvaru valca priemeru 4 m a vý¹ky 5 m je naplnená vodou. Aká práca je

potrebná na jej odèerpanie otvorom na vrchnej èasti nádoby, ak

a) je os valca v zvislej polohe,

b) je os valca vo vodorovnej polohe? Skúste si premyslie», ktorá práca bude väè¹ia e¹te pred poèítaním.

246. Vodná nádr¾ má tvar polovice rotaèného elipsoidu, ktorý vznikne rotáciou elipsy s osami 1000m a

100 m okolo krat¹ej osi. Nájdite prácu, ktorú je potrebné vykona» na jej naplnenie vodou z jazera, ktoré

je 100m pod dnom nádr¾e. 247. Kotol má tvar rotaèného paraboloidu s polomerom hornej základne R

a vý¹kou h. Kotol je naplnený kvapalinou o hustote %. Nájdite prácu potrebnú na odèerpanie kvapaliny

z kotla. 248. Akým tlakom pôsobí voda na zvislý obdå¾nikový uzáver 8 m dlhý a 12 m vysoký, ktorého

vrchná hrana je v håbke 5m pod hladinou vody? 249. Priehrada má tvar rovnoramenného lichobe¾níka

so spodným ramenom då¾ky 50 m, vrchným ramenom då¾ky 200 m a vý¹kou 50 m. Vý¹ka vody za

priehradou je 30 m. Vypoèítajte tlak vody na priehradu. 250. Nájdite celkový tlak vody na steny

a dno akvária tvaru kvádra s hranami då¾ok 1 m, 80 cm (podstava) a 50 cm, ktoré je naplnené vodou

na 80%. 251. Vypoèítajte tlak na povrch gule s polomerom 3 m, ktorej stred je 10 m pod hladinou

vody. 252. Nádoba tvaru valca s polomerom základne 1; 5 m a vý¹kou 3; 5 m je naplnená benzínom

hustoty 900 kg=m

3

. Nájdite tlak benzína na vnútorné steny nádoby.

Výsledky

242. 0; 45 J , 243. 0; 613 J , 244. 24; 525 : 10

6

� J ,

245. a) 50000� J , b) 40000� J , 246. 531; 57 : 10

9

J ,

247.

�%gR

2

h

2

5

, 248. 10359 : 10

6

N , 249. 912330 : 10

6

N ,

250. 5964; 5 N , 251. 3; 5316 : 10

6

� N , 252. 161700� N ,
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2.9 Pribli¾né integrovanie funkcií

V mnohých prípadoch nemô¾eme nájs» primitívnu funkciu F (x) alebo je táto funkcia veµmi zlo¾itá.

Okrem toho v praxi mô¾e by» funkcia f(x) zadaná tabuµkou. Preto majú pre výpoèet urèitých integ-

rálov veµký význam pribli¾né numerické metódy. Akúkoµvek metódu v¹ak mô¾eme pou¾i» len vtedy,

ak je funkcia f(x) integrovateµná na danom intervale ha; bi, kde a < b.

Metódy numerického výpoètu hodnoty integrálu

R

b

a

f(x) dx sa zakladajú na tom, ¾e sa funkcia f(x)

nahradí jednoduch¹ou, aproximujúcou funkciou '(x) (napr. polynómom) a potom sa pribli¾ne kladie

Z

b

a

f(x) dx �

Z

b

a

'(x) dx:

V jednej z najjednoduch¹ích metód sa krivka f(x) nahradí na intervale ha; bi úseèkou priamky pre-

chádzájúcej bodmi [a; f(a)]; [b; f(b)], t.j. polynómom 1. stupòa.

a b

x

y

f(x)

f(a)

f(b)

Obr. 2.6: Lichobe¾níkový vzorec.

Plocha útvaru ohranièeného zhora f(x) sa nahradí pribli¾ne plochou útvaru ohranièeného zhora spo-

mínanou úseèkou. Dostávame vzorec

Z

b

a

f(x)dx �

b� a

2

(f(a) + f(b)); (2.28)

známy pod menom lichobe¾níkový vzorec. Ak polo¾íme

h =

b� a

n

a rozdelíme interval ha; bi pomocou ekvidistantných bodov

x

0

= a; x

i

= x

0

+ ih (i = 1; 2; : : : ; n� 1); x

n

= b

na n rovnakých èastí, na ka¾dej z nich pou¾ijeme vzorec (2.28) a výsledky sèítame, dostaneme

Z

b

a

f(x)dx =

h

2

(f(x

0

) + f(x

1

)) +

h

2

(f(x

1

) + f(x

2

)) + : : :+

h

2

(f(x

n�1

) + f(x

n

))

a po úprave v¹eobecný lichobe¾níkový vzorec

Z

b

a

f(x)dx �

h

2

(f(x

0

) + 2f(x

1

) + 2f(x

2

) + : : :+ 2f(x

n�1

) + f(x

n

)): (2.29)
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a b

x

y

f(a)

f(b)
f(x)

a+b
2

Obr. 2.7: Simpsonov vzorec.

Pri inej èasto pou¾ívanej metóde pribli¾ného výpoètu hodnoty integrálu sa funkcia f(x) nahradí poly-

nómom 2. stupòa, ktorého grafom je parabola prechádzajúca troma bodmi [a; f(a)]; [(a+ b)=2; f((a+

b)=2)]; [b; f(b)].

Po integrovaní takého polynómu dostávame vzorec

Z

b

a

f(x)dx �

b� a

3

(f(a) + 4f((a+ b)=2) + f(b)); (2.30)

známy pod menom Simpsonov vzorec. Nech n = 2m je párne èí slo. Ak polo¾íme

h =

b� a

n

=

b� a

2m

a rozdelíme interval ha; bi pomocou ekvidistantných bodov

x

0

= a; x

i

= x

0

+ ih (i = 1; 2; : : : ; 2m� 1); x

2m

= b

na n = 2m rovnakých èastí, na ka¾dom z m intervalov < x

2i

; x

2i+2

>; i = 0; 1; : : : ;m � 1 pou¾ijeme

vzorec (2.30) a výsledky sèítame, dostaneme po úprave v¹eobecný Simpsonov vzorec

Z

b

a

f(x)dx �

h

3

(f(x

0

) + 4f(x

1

) + 2f(x

2

) + 4f(x

3

) + : : :

: : :+ 2f(x

2m�2

) + 4f(x

2m�1

) + f(x

2m

)): (2.31)

Ak je funkcia f(x) daná analyticky (nie tabuµkou), treba e¹te odhadnú» chybu, s akou sme integrál

vypoèítali. Nepresnos»

R =

Z

b

a

f(x)dx�

b� a

2

(f(a) + f(b))

lichobe¾níkového vzorca (2.28) je

R = �(b� a)

h

2

12

f

00

(x

�

);

kde x

�

2 ha; bi. Nepresnos» Simpsonovho vzorca (2.30) je

R = �(b� a)

h

4

180

f

(4)

(x

�

);

kde x

�

2 ha; bi. Vidíme teda, ¾e výpoèet hodnoty urèitého integrálu podµa Simpsonovho vzorca je

väè¹inou presnej¹í.
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Príklad 1. Vypoèítajme pribli¾nú hodnotu integrálu

R

3

2

x=(1 + x

2

)dx podµa lichobe¾níkového

vzorca (2.29) s n = 10 a podµa Simpsonovho vzorca (2.31) s n = 2m = 10.

Rie¹enie: Budeme potrebova» tieto hodnoty f(x) = x=(1 + x

2

):

x 2; 0 2; 1 2; 2 2; 3 2; 4 2; 5 2; 6

f(x) 0; 4 0; 3882 0; 3767 0; 3657 0; 3550 0; 3448 0; 3351

x 2; 7 2; 8 2; 9 3; 0

f(x) 0; 3257 0; 3167 0; 3082 0; 3

Podµa lichobe¾níkového vzorca (2.29) dostaneme

Z

3

2

x

1 + x

2

dx �

1

20

(f(2) + 2f(2; 1) + 2f(2; 2) + : : :+ 2f(2; 9) + f(3) = 0; 34661:

Podµa Simpsonovho vzorca (2.31) dostaneme

Z

3

2

x

1 + x

2

dx �

1

30

(f(2) + 4f(2; 1) + 2f(2; 2) + : : :

: : : + 2f(2; 8) + 4f(2; 9) + f(3) = 0; 34658:

Presná hodnota integrálu je 0; 34657. |
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Kapitola 3

Obyèajné diferenciálne rovnice

K ¹túdiu tejto kapitoly treba ma» vedomosti z theórie funkcií jednej reálnej premennej a diferenciálneho

poètu funkcie jednej premennej, staèí v rozsahu prvého dielu týchto skrípt. Problematika obyèajných

diferenciálnych rovníc bude v tejto kapitole vysvetlená veµmi struène a zjednodu¹ene, s jednoduchými

príkladmi. Nároènej¹iemu èitateµovi odporúèame najmä [8] alebo tie¾ [1], kde získa solídne vedomosti

z tejto problematiky.

3.1 Základné pojmy

Diferenciálnymi rovnicami modelujeme mnohé zákony rôznych vedeckých disciplín, poènúc technic-

kými, ekonomickými, prírodovednými a¾ po spoloèenské. Za v¹etky, na úvod tejto kapitoly, uvedieme

aspoò jeden model. V ïal¹om sa budeme sna¾i» uvies» ich e¹te niekoµko.

Príklad 1. (Newtonov zákon ochladzovania). Umiestnime teleso do prostredia, ktoré je chladnej¹ie

ako teleso. Teleso sa zaène ochladzova» rýchlos»ou úmernou rozdielu teplôt telesa a prostredia v danom

èasovom okamihu. Matematicky tento fakt mô¾eme vyjadri» takto:

Nech T (t) je rozdiel teplôt telesa a prostredia v danom èase t. Potom platí:

dT

dt

= �kT ;

kde k je kon¹tanta úmernosti a

dT

dt

ozanèuje prvú deriváciu funkcie T podµa premennej t. Dostali sme

rovnicu, v ktorej sa vyskytuje derivácia funkcie. Takýmito rovnicami sa budeme teraz zaobera».

Rovnicu, ktorá obsahuje funkciu a prvú alebo aj vy¹¹ie derivácie tejto funkcie de�nované na neja-

kom intervale I, nazývame diferenciálnou rovnicou. Ak je funkcia y v rovnici reálnou funkciou jednej

reálnej premennej a rovnica obsahuje jej n-tú deriváciu, napr.

y + a(x)y

0

+ : : : + b(x)y

(n)

= f(x) ; (3.1)

nazývame ju obyèajnou diferenciálnou rovnicou (ODR) n-tého rádu. Ka¾dú funkciu y = '(x) z mno-

¾iny v¹etkých n-krát diferencovateµných funkcií na intervale I, pre ktorú platí

'(x) + a(x)'(x)

0

+ : : :+ b(x)'(x)

(n)

= f(x);

pre ka¾dé x 2 I, nazývame rie¹ením diferenciálnej rovnice (3.1) na intervale I.

Graf rie¹enia y = '(x) diferenciálnej rovnice (3.1) nazývame integrálnou krivkou diferenciálnej

rovnice (3.1). V obyèajných diferenciálnych rovniciach èasto pou¾ívame zápis y

0

(x) pre prvú deriváciu
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funkcie y a analogicky pre vy¹¹ie derivácie, ak je jasné, ¾e ide o deriváciu podµa premennej x. V odbornej

literatúre sa v¹ak èasto vyskytuje aj zápis

dy

dx

pre prvú deriváciu funkcie y, ktorý je presnej¹í, preto¾e

je v¾dy uvedené o deriváciu podµa akej premennej ide. My budeme pou¾íva» obidva typy zápisov, aby

èitateµovi nerobil problémy ani jeden z nich.

Príklad 2. Za urèitých zidealizovaných podmienok sa rast hmotnosti m organizmu dá popísa»

pomocou ODR

dm

dt

= km

a rýchlos» ¹írenia choroby v populácii, kde x je pomerné mno¾stvo in�kovaných, popí¹e ODR

dx

dt

= kx(1� x) :

V obidvoch týchto ODR premenná t predsatvuje èas a kon¹tanta k koe�cient úmernosti. Tieto typy

ODR sú diferenciálne rovnice prvého rádu (najvy¹¹ia derivácia v rovnici je prvá).

Príklad 3. Rovnica typu

d

2

x

dt

2

+ 2

dx

dt

+ 5x = 0

popisujúca tok elektrického prúdu v ¹peciálnom elektrickom okruhu, je druhého rádu.

Nech pre rie¹enie y = '(x), x 2 I, diferenciálnej rovnice (3.1) v èísle a 2 I platí

y(a) = b

0

; y

0

(a) = b

1

; : : : y

(n�1)

(a) = b

n�1

; (3.2)

prièom b

0

; b

1

; : : : ; b

n�1

sú µubovoµné èísla. Potom podmienky (3.2) nazývame Cauchyovskými zaèiatoè-

nými podmienkami.

Príklad 4. Kameò s hmotnos»ou m padá z vý¹ky h so zaèiatoènou rýchlos»ou v

0

zvisle nadol.

Odpor vzduchu je priamo úmerný ¹tvorcu rýchlosti padajúceho telesa. Nájdite diferenciálnu rovnicu

pohybu padajúceho telesa a zaèiatoèné podmienky.

Rie¹enie: Kameò padá po priamke k zemi. Na priamke zvolíme súradnicový systém tak, ¾e

jeho poèiatok bude na zemi a kladná èas» osi o

x

je nad zemským povrchom. Nech x = f(t) je poloha

kameòa v èase t. Potom v èase t je rýchlos» v daná vz»ahom v = x

0

i = f

0

(t)i, kde i je jednotkový vektor

v kladnom smere osi o

x

. Jeho zrýchlenie je a = x

00

i = f

00

(t)i. Na padajúci kameò pôsobí v ka¾dom

èase t tia¾ a odpor vzduchu, prièom t < T , kde T je doba padania kameòa. Podµa Newtonovho zákon

platí :

mx

00

i =

�

�mg + k(x

0

)

2

�

i ;

kde g je tia¾ové zrýchlenie a k je koe�cient odporu prostredia. Z tohoto vz»ahu dostávame diferenciálnu

rovnicu

x

00

�

k

m

(x

0

)

2

+ g = 0 :

Zaèiatoèné podmienky sú urèené vý¹kou, odkiaµ kameò padá a zaèiatoènou rýchlos»ou:

x(0) = h; x

0

(0) = v(0) = v

0

:

|

Príklad 5. Dokonale votknutý nosník s då¾kou l, má kon¹tantný moment zotrvaènosti prierezu

J a modul pru¾nosti E s rovnomerným zata¾ením p. Rovnica pre ohybovú èiaru w(x) je nasledovná

diferencálna rovnica 4. rádu

EJy

IV

(x) = p(x) ;
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Vz»ahy medzi ohybovými momentami M(x), a posúvajúcimi silami T (x) sa dajú vyjadri» v tvare

M(x) = �EJw

00

(x) ; T (x) = �EJw

000

(x):

Fakt, ¾e nosník je na oboch stranách dokonale votknutý, vyjadríme okrajovými podmienkami:

y(0) = y

0

(0) = 0 ; y(l) = y

0

(l) = 0 :

V¹imnite si, ¾e tento príklad je trochu iný, ako predchádzajúce napríklad tým, ¾e k diferenciálnej

rovnici (v tomto prípade 4. rádu) sme nepridali zaèiatoèné podmienky, ale tzv. okrajové podmienky.

Takýmto úlohám hovoríme okrajové úlohy. Týmito sa ale v tejto kapitole nebudeme zaobera».

Príklad 6. Máme diferenciálnu rovnicu:

dy

dx

= x

2

:

Jej integrovaním hneï dostávame

y =

1

3

x

3

+ c :

Toto rie¹enie vy¹¹ie uvedenej diferenciálnej rovnice pre µubovoµnú kon¹tantu c, nazývame v¹eobecné

rie¹enie ODR. Pre konkrétnu hodnotu c dostávame partikulárne rie¹enie ODR. Napríklad:

y =

1

3

x

3

+ 2 ; alebo y =

1

3

x

3

� 4 :

Príklad 7. Nech x

2

+ y

2

= a

2

, reprezentuje mno¾inu v¹eobecných rie¹ení diferenciálnej rovnice,

ktorá nezávisí na a. Pre rôzne hodnoty a rovnica x

2

+ y

2

= a

2

predstavuje mno¾inu kru¾níc so

stredom v poèiatku súradnicovej sústavy s polomerom a. Zderivovaním tejto rovnice (a je kon¹tanta

a y je funkcia premennej x) dostávame

2x+ 2y

dy

dx

= 0 ;

a teda

x+ y

dy

dx

= 0 ; alebo

y

x

dy

dx

= �1 :

Táto diferenciálna rovnica vyjadruje fakt, ¾e dotyènica ku ka¾dej kru¾nici v µubovoµnom bode je kolmá

na jej polomer.

Cvièenia

1. Overte, ¾e nasledujúce ODR majú uvedené rie¹enia (A;B sú µubovoµné kon¹tanty):

a)

dx

dt

= 3x; x = Ae

3t

b) x

dy

dx

= 2y; y = Ax

2

c) y

dy

dx

= x; x

2

� y

2

= A

d)

dx

dt

= x(1� x); x =

1

1+Ae

�t

e)

d

2

x

dt

2

+ 3

dx

dt

+ 2x = 0; x = Ae

�t

+Be

�2t
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2. Zistite, ktoré z daných funkcií sú rie¹ením ODR yy

000

� y

0

y

00

= 0, ak:

a)y = e

�x

b)y = cos x

c)y = lnx d)y = 2x+ 5

e)y = x+ cos x f) y = sin(2x) + cos(2x):

3. V nasledujúcich úlohách nájdite diferenciálne rovnice, ktorých rie¹eniami sú nasledujúce funkcie

(a; b; c sú µubovoµné kon¹tanty):

a)xy = c; b)y = x�

c

x

; x 6= 0

c)y = ax+ b d)y = be

x

:

4. Nájdite diferenciálnu rovnicu pre pohyb telesa s hmotnos»ou m, ktoré sa priamoèiaro pohybuje

v prostredí, ktorého odpor proti pohybu telesa je priamo úmerný druhej mocnine rýchlosti telesa a na

teleso nepôsobia iné sily.

5. Dotyènica ku krivke v µubovoµnom bode P , pretína os x-ovú v bode A a os y-ovú v bode B,

prièom platí: 2AP=PB. Krivka prechádza bodom (1; 1). Nájdite uvedenú krivku.

6. Nádr¾ tvaru kvádra umiestnená vo vodorovnej polohe je naplnená vodou do vý¹ky h v èase

t = 0. Voda vyteká z nádr¾e malým otvorom na dne nádr¾e rýchlos»ou úmernou druhej odmocnine

vý¹ky hladiny vody. Nájdite èas, ktorý uplynie, kým sa nádr¾ vyprázdni.

3.2 Diferenciálna rovnica prvého rádu

ODR 1. rádu je rovnica, v ktorej sa vyskytuje najviac prvá derivácia neznámej funkcie, napríklad:

xy + x

2

y

0

= cosx :

Budeme skúma» ODR, ktorú mo¾no vyjadri» v tvare

y

0

= f(x; y) : (3.3)

Nech funkcia f(x; y) je de�novaná na oblasti 
 � R

2

. Hovoríme, ¾e funkcia f(x; y) spåòa na oblasti


 Lipschitzovu podmienku vzhµadom na y s kon¹tantou L, ak pre ka¾dé dva body (x; y); (x; �y) z 


platí:

jf(x; y)� f(x; �y)j � Ljy � �yj :

Takúto vlastnos» majú napríklad funkcie f(x; y), ktoré majú na oblasti 
 ohranièenú parciálnu deri-

váciu podµa y (pojem parciálna derivácia { viï kapitola o funkcii viac premenných týchto skrípt).

Veta 3.1 Nech je funkcia f(x; y) de�novaná na oblasti


 = (x

0

� a; x

0

+ a)� (y

0

� b; y

0

+ b), (kde a; b sú kladné reálne èísla) s vlastnos»ami na celej 
:

� je spojitá,

� je ohranièená kon¹tantou K,

� spåòa Lispschitzovu podmienku vzhµadom na y.

Potom diferenciálna rovnica (3.3) má práve jedno rie¹enie y = '(x), ktoré prechádza bodom A =

(x

0

; y

0

), to jest y

0

= '(x

0

) a to na intervale (x

0

� c; x

0

+ c), kde c = minfa;

b

K

g.
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Poznámka. Rie¹enie y = '(x) dostaneme ako limitu postupnosti funkcií fy

n

(x)g

1

n=1

, kde

y

n

(x) = y

0

+

Z

x

x

0

f(t; y

n�1

(t)) dt ; n = 1; 2; : : :

Funkciu y

n

(x) nazývame Picardovou aproximáciou.

Príklad 8. Daná je ODR y

0

= x + y a zaèiatoèná podmienka y(0) = 0. Vypoèítajte pribli¾ne

y(x) pomocou Picardových aproximácii.

Rie¹enie: Z formule pre výpoèet Picardových aproximácií postupne dostávame

y

1

(x) = 0 +

Z

x

0

(t+ 0) dt =

x

2

2

;

y

2

(x) = 0 +

Z

x

0

(t+

t

2

2

) dt =

x

2

2

+

x

3

3!

;

y

3

(x) = 0 +

Z

x

0

(t+

t

2

2

+

t

3

3!

) dt =

x

2

2

+

x

3

3!

+

x

4

4!

:

n-tá Picardova aproximácia je tvaru:

y

n

=

x

2

2

+

x

3

3!

+ : : : +

x

n+1

(n+ 1)!

:

Z Taylorovho rozvoja funkcie e

x

(viï 1. diel skrípt, str. 166) vidíme, ¾e limita postupnosti Picardových

aproximácií je

y = lim

n!1

y

n

= e

x

� 1� x :

|

Ak je funkcia f(x; y) de�novaná na oblasti 
 � R, kde sme zvolili pravouhlý súradnicový systém,

tak diferenciálnou rovnicou y

0

= f(x; y) je ku ka¾dému bodu (x; y) 2 
 priradená smernica y

0

dotyènice

integrálnej krivky v bode (x; y). Oblas» 
, ktorej ka¾dému bodu je uvedeným spôsobom priradená

smernica, budeme nazýva» smerovým poµom diferenciálnej rovnice y

0

= f(x; y).

Mno¾inu v¹etkých bodov oblasti 
, ktorým je priradený ten istý smer, budeme nazýva» izoklínou

a rovnicu f(x; y) = c, kde c je dané èíslo, budeme nazýva» rovnicou izoklíny.

Príklad 9. Znázornime smerové pole diferenciálnej rovnice y

0

= x+ y.

Rie¹enie:

Funkcia f(x; y) = x + y je de�novaná v ka¾dom bode R

2

, teda smerové pole mo¾no zostroji»

v celom tomto priestore. Smerové pole znázorníme pomocou izoklín. Rovnica izoklíny je x + y = c,

kde c je µubovoµné èíslo. V ka¾dom bode (x

0

; y

0

) tejto izoklíny má dotyènica k integrálnej krivke podµa

diferenciálnej rovnice y

0

= x+ y smernicu y

0

(x

0

) = tg� = c. Napríklad pre izoklínu x+ y = 0 je uhol

� = 0, pre izoklínu x+ y = 1 je � = 45. Smerové pole danej rovnice je znázornené na obrázku 3.1.

|

Cvièenia

7. V nasledujúcich úlohách znázornite pomocou izoklín smerové pole danej diferenciálnej rovnice:

a) y

0

= �x b) yy

0

+ x = 0

c) xy

0

= 2y d) y

0

=

x+y

x�y

e) y

0

= x

2

+ y

2

f) y

0

= cos x� y.
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x

y

Obr. 3.1: Smerové pole rovnice y

0

= x+ y

3.3 ODR so separovateµnými premennými

Diferenciálnu rovnicu tvaru

p(x) + q(y)y

0

= 0; (3.4)

kde p(x); q(y) sú funkcie, nazývame ODR prvého rádu so separovanými premennými. ODR (3.4) sa

èasto pí¹e v tvare

p(x)dx+ q(y)dy = 0: (3.5)

Veta 3.2 Nech je funkcia p(x) spojitá na intervale I a funkcia q(y) spojitá na intervale K. Potom

ka¾dé rie¹enie ODR (3.4) na intervale I

1

� I má tvar

Z

p(x) dx+

Z

q(y) dy = c; (3.6)

kde c je µubovoµná kon¹tanta. Ka¾dá diferencovateµná funkcia na intervale I

1

, ktorá je implicitne urèená

rovnicou (3.6), je rie¹ením ODR (3.4) na intervale I

1

.

Veta 3.3 Nech je funkcia p(x) spojitá na intervale (a; b) a q(y) je zas spojitá na intervale (c; d),

prièom q(y) 6= 0 pre ka¾dé y 2 (c; d). Potom ka¾dým bodom oblasti D = (a; b)� (c; d) prechádza práve

jedna integrálna krivka diferenciálnej rovnice (3.4).

Osobitným prípadom ODR (3.4) je rovnica typu

y

0

= f(x); x 2 I :

Ka¾dé rie¹enie tejto ODR na intervale I je tvaru

y =

Z

f(x) dx+ c ;

kde c je µubovoµná kon¹tanta.

Ak je funkcia f spojitá na intervale I, potom podµa vy¹¹ie uvedených viet ka¾dým bodom (x

0

; y

0

),

kde x

0

2 I a y

0

je µubovoµné reálne èíslo, prechádza jediné rie¹enie ODR tvaru

y = y

0

+

Z

x

x

0

f(t)dt:
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Príklad 10. Nájdime rie¹enie diferenciálnej rovnice

y

0

=

1

x

2

cos

�

1

x

�

;

pre ktoré platí

y

�

2

�

�

= 2:

Rie¹enie: V na¹om prípade je funkcia f(x) =

1

x

2

cos

1

x

spojitá na mno¾ine (�1; 0) [ (0;1).

Rie¹enie tejto diferenciálnej rovnice spolu s podmienkou y(

2

�

) = 2 je tvaru

y = 2 +

Z

x

2

�

1

t

2

cos

1

t

dt = 3� sin

1

x

:

(Na výpoèet integrálu sme pou¾ili substitúciu

1

t

= v.) |

Príklad 11. Rie¹me diferenciálnu rovnicu

dy

dx

=

x

y

:

Rie¹enie: Máme

Z

y dy =

Z

x dx ;

z toho po zintegrovaní a úprave oboch strán dostávame

y

2

= x

2

+ 2c ;

èo je v¹eobecné rie¹enie pre danú ODR. Na obrázku mô¾eme vidie» jednotlivé rie¹enia pre rôzne

hodnoty c.

|

x

y

Obr. 3.2: Rie¹enia rovnice

dy

dx

=

x

y

Príklad 12. Rie¹me ODR

dy

dx

= �

y

x

:

Rie¹enie: Keï¾e ide opä» o rovnicu so separovanými premennými, jej v¹eobecné rie¹enie je tvaru

Z

dy

y

= �

Z

dx

x

;
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a teda

ln y = � lnx+ c z èoho je lnxy = c ;

a preto

xy = a (kde a = e

c

):

Jednotlivé integrálne krivky teraz majú tvar, aký mo¾no vidie» na obrázku 3.3

|

x

y

Obr. 3.3: Rie¹enia rovnice

dy

dx

= �

y

x

Diferenciálnu rovnicu tvaru

p

1

(x)p

2

(y) + q

1

(x)q

2

(y)y

0

= 0 ; (3.7)

kde p

1

(x); q

1

(x) sú spojité funkcie na intervale (a; b), p

2

(y); q

2

(y) sú spojité funkcie na intervale (c; d),

nazývame separovateµnou ODR prvého rádu. ODR (3.7) mo¾no písa» aj v tvare

p

1

(x)p

2

(y)dx+ q

1

(x)q

2

(y)dy = 0 : (3.8)

Ak q

1

(x)p

2

(y) 6= 0 na mno¾ine I = (a; b) � (c; d), dá sa diferenciálna rovnica (3.7) upravi» na rovnicu

so separovanými premennými:

p

1

(x)

q

1

(x)

+

q

2

(y)

p

2

(y)

y

0

= 0; (x; y) 2 I:

Ak q

1

(x)p

2

(y) = 0 na mno¾ine I = (a; b)� (c; d), potom ODR (3.7) nie je ekvivalentná s ODR (3.4)

Príklad 13. Rie¹me ODR

y cos x� y

0

sinx = 0 :

Rie¹enie: Uvedená ODR je tvaru (3.7), kde p

1

(x) = cos x, q

1

(x) = � sinx, p

2

(y) = y, q

2

(y) = 1.

Preto¾e v¹etky funkcie sú spojité v R, je I = (�1;1)� (�1;1). Rovnica p

2

(y) = y = 0 má jediný

koreò y = 0. Rovnica q

1

(x) = 0 èi¾e � sinx = 0 má nekoneène mnoho rie¹ení x = k�, k je celé èíslo.

Priamky y = 0 a x = k� rozdeµujú rovinu na nekoneène mnoho oblastí tvaru

I

0

k

= (k�; (k + 1)�)� (0;1) ;

alebo

I

00

k

= (k�; (k + 1)�)� (�1; 0) :
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Na týchto èiastoèných intervaloch je na¹a rovnica ekvivalentná s rovnicou

cosx

sinx

�

1

y

y

0

= 0:

Toto je u¾ ODR so separovanými premennými a jej rie¹enie je dané implicitne rovnicou

ln j sinxj � ln jyj = c

1

;

kde c

1

je kon¹tanta.

Z toho potom

�

�

�

�

sinx

y

�

�

�

�

= e

c

1

:

Ak polo¾íme e

c

1

=

1

c

2

> 0, máme

jyj = c

2

j sinxj:

Pre interval I

0

k

dostaneme rie¹enia

y = c

2

j sinxj ; c

2

> 0 :

Pre interval I

00

k

dostaneme rie¹enia

y = �c

2

j sinxj ; c

2

> 0 :

Keï¾e lim

x!k�

y = 0, lim

x!k�

y

0

= �c

2

, rie¹enia sa dajú roz¹íri» tak, aby v bodoch k� mali deriváciu

c

2

. Ak vezmeme funkciu y = c sinx, kde c 6= 0, x 2 (�1;1); táto spåòa uvedené podmienky a zároveò

je rie¹ením ODR. Takýmto rie¹ením je aj funkcia y = 0. V¹etky rie¹enia ODR sú preto y = c sinx,

kde c 2 R: |

Príklad 14. Tekutina sa zohrieva v nádobe, ktorá má kon¹tantnú teplotu 180

�

C. Predpokladá

sa, ¾e rýchlos» zvy¹ovania teploty tekutiny je úmerná (180 ��), kde �

�

C je teplota tekutiny v èase

t minút. Ak sa teplota tekutiny zvý¹i z 0

�

C na 120

�

C za 5 minút, nájdite teplotu tekutiny o ïal¹ích

5 minút.

Rie¹enie: Rýchlos» zvy¹ovania sa teploty je

d�

dt

. Z úlohy vieme, ¾e:

d�

dt

= k(180 ��) ;

kde k je kon¹tanta. Toto je diferenciálna rovnica prvého rádu, ktorú vieme µahko vypoèíta».

Z

�1

180��

d� = �

Z

k dt :

Pre � < 180 máme:

ln(180 ��) = �kt+ c ;

180�� = Ae

�kt

; kde A = e

c

;

� = 180�Ae

�kt

: (3.9)

Ak t = 0, je � = 0, potom 0 = 180 �A a teda A = 180. Preto � = 180(1 � e

�kt

).

Preto¾e � = 120 keï t = 5, máme

120 = 180(1 � e

�5k

) a teda e

�5k

=

1

3

:
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Keï t = 10, vtedy

� = 180(1 � e

�10k

) ,

� = 180(1 � (e

�5k

)

2

) ,

� = 180(1 � (

1

3

)

2

) ,

� = 160 .

Záver: teplota tekutiny o ïal¹ích 5 minút bude 160

�

C. |

Poznámka. Existujú e¹te aj iné typy diferenciálnych rovníc 1. rádu, napríklad homogénna alebo

Bernoulliho, ktoré sa vhodnou substitúciou dajú previes» na separovateµné rovnice. Záujemcovi o tieto

typy rovníc odporúèame napríklad kni¾ku [4].

Cvièenia

V nasledujúcich úlohách rie¹te diferenciálne rovnice so separovanými premennými.

8. 10

x

� 10

�y

y

0

= 0:

9. 1� 2x� y

2

y

0

= 0:

10.

1

1+x

2

+

y

0

1+y

2

= 0:

11. Nájdite rie¹enie ODR so separovanými premennými so zaèiatoènou podmienkou:

x

p

1� x

2

+

yy

0

p

1� y

2

= 0; y(0) =

p

3

2

:

Rie¹te separovateµné ODR:

12. 1 + y

2

+ xyy

0

= 0.

13. �1 + e

�y

(1 + y

0

) = 0:

14. e

x+y

� y

0

= 0:

15. 2y � x

3

y

0

= 0:

16. (y � 1)(y � 2)� y

0

= 0:

17. (1 + e

x

)yy

0

= e

x

.

18. y

0

x

3

+ xy = 0.

19. Pomocou substitúcie z = (1 + x)y rie¹te diferenciálnu rovnicu

dy

dx

+

y

1 + x

= cos x;

ak pre x = 0 platí: y = 0.

V nasledujúcich cvièeniach nájdite rie¹enia ODR s Cauchyho zaèiatoènou podmienkou:

20.

x

1 + y

�

yy

0

1 + x

= 0; y(0) = 1:

21.

dy

dx

= tg y cotg x; y(

�

2

) =

�

6

:

22.

e

x�y

� y

0

= 0; y(0) = 1:
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3.4 LDR prvého rádu

Lineárnou diferenciálnou rovnicou (LDR) prvého rádu s pravou stranou nazývame ODR tvaru

y

0

+ p(x)y = q(x) ; (3.10)

kde p; q sú funkcie premennej x de�nované na intervale I a q(x) je rôzne od nuly pre ka¾dé x 2 I.

Ak platí q(x) = 0 pre ka¾dé x 2 I, potom rovnici

y

0

+ p(x)y = 0 ; (3.11)

hovoríme homogénna lineárna diferenciálna rovnica prvého rádu. (alebo lineárna ODR 1. rádu bez

pravej strany.)

Veta 3.4 Ak sú funkcie p(x) a q(x) spojité na intervale (a; b), potom funkcia

y =

�

Z

q(x)e

R

p(x) dx

dx+ c

�

e

�

R

p(x) dx

; (3.12)

kde c je µubovoµná kon¹tanta, je rie¹ením diferenciálnej rovnice (3.10) na intervale (a; b). Ka¾dým

bodom mno¾iny (a; b) � (�1;1) prechádza jediná krivka rovnice (3.10), ktorú dostaneme vhodnou

voµbou kon¹tanty c.

Funkciu (3.12) nazývame v¹eobecným rie¹ením diferenciálnej rovnice (3.10). Diferenciálnu rovnicu

(3.10) mô¾eme rie¹i» aj bez pou¾itia vz»ahu (3.12) metódou variácie kon¹tánt takto:

Najskôr nájdeme rie¹enie príslu¹nej homogénnej diferenciálnej rovnice (3.11). Je to separovateµná

diferenciálna rovnica, ktorú vieme u¾ rie¹i» z predchádzajúcej èasti tejto kapitoly. Jej v¹eobecné rie¹enie

je tvaru:

y = ce

�

R

p(x) dx

:

Partikulárne rie¹enie rovnice (3.10) budeme hµada» v tvare

y = c(x)e

�

R

p(x) dx

; (3.13)

kde neznámu funkciu c(x) urèíme tak, aby funkcia (3.13) bola rie¹ením diferenciálnej rovnice (3.10).

Poznámka. Existujú aj iné metódy rie¹enia diferenciálnej rovnice (3.10).

Príklad 15. Nájdime v¹eobecné rie¹enie diferenciálnej rovnice

sinxy

0

+ 2y cosx = 1 :

Rie¹enie: V ¹tandartnej forme je uvedená rovnica tvaru

y

0

+ (2 cotg x)y =

1

sinx

:

Funkcie p(x) = 2 cotg x a q(x) =

1

sin x

sú spojité na intervaloch (k�; (k + 1)�), k je celé èíslo. Na

týchto intervaloch hµadáme rie¹enie diferenciálnej rovnice. Rie¹enie homogénnej diferenciálnej rovnice

je potom tvaru

y = ce

R

�2 cotg xdx

:
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Jednoduchým výpoètom integrálu dostávame

Z

�2 cotg x dx = �2 ln(sinx) ;

a preto v¹eobecné rie¹enie homogénnej rovnice je tvaru

y = ce

�2 ln sinx

= c

1

sin

2

x

:

Metódou variácie kon¹tánt pre neznámu funkciu c(x) dostávame

c

0

(x)

sin

2

x

� c(x)

2 cos x

sin

3

x

+ 2c(x)

cosx

sin

2

x

1

sinx

=

1

sinx

;

z èoho po úprave máme

c

0

(x) = sinx ;

a teda v¹eobecné rie¹enie tejto diferenciálnej rovnice je

c(x) = � cosx+C :

V¹eobecné rie¹enie pôvodnej diferenciálnej rovnice s pravou stranou dostaneme dosadením funkcie c(x)

do rie¹enia typu (3.13). Máme

y =

� cos x+ c

sin

2

x

;

èo je v¹eobecné rie¹enie pôvodnej diferenciálnej rovnice. |

Príklad 16. Nájdime rie¹enie diferenciálnej rovnice

y

0

�

2

x+ 1

y = (x+ 1)

3

; (3.14)

ktoré vyhovuje zaèiatoènej podmienke y(0) = 1.

Rie¹enie: Funkcia p(x) =

2

x+1

je spojitá na mno¾ine (�1;�1)[(�1;1) a funkcia q(x) = (x+1)

3

je spojitá na celom R. Rie¹enie diferenciálnej rovnice hµadáme na intervale (�1;�1) resp. (�1;1).

Najprv nájdeme rie¹enie diferenciálnej rovnice bez pravej strany:

y

0

�

2

x+ 1

y = 0 ; (3.15)

Jedno z rie¹ení tejto diferenciálnej rovnice je funkcia y = 0. Ak predpokladáme, ¾e y 6= 0, mô¾eme

diferenciálnu rovnicu upravi» na tvar:

y

0

y

�

2

x+ 1

= 0 ;

èo je diferenciálna rovnica so separovanými premennými, ktorej rie¹enie je

ln jyj � 2 ln jx+ 1j = c

1

;

èi¾e

ln

jyj

(x+ 1)

2

= ln c

2

; kde c

2

> 0 ;

z èoho máme

jyj = c

2

(x+ 1)

2

; a teda y = c

3

(x+ 1)

2

; c

3

6= 0:
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Ak uvá¾ime, ¾e aj funkcia y = 0 je rie¹ením homogénnej diferenciálnej rovnice (3.15), dostaneme, ¾e

v¹eobecným rie¹ením rovnice (3.15) je

y = c(x+ 1)

2

; x 2 (�1;1); c 2 R:

Rie¹enie diferenciálnej rovnice (3.14) hµadáme metódou variácie kon¹tánt v tvare:

y = c(x)(x + 1)

2

: (3.16)

Platí:

y

0

= c

0

(x)(x+ 1)

2

+ 2c(x)(x + 1) :

Dosadením do pôvodnej rovnice (3.14) dostaneme:

c

0

(x)(x+ 1)

2

+ 2c(x)(x + 1)�

2c(x)(x + 1)

2

(x+ 1)

= (x+ 1)

3

a po úprave máme

c

0

(x) = x+ 1 ;

z èoho je

c(x) =

Z

(x+ 1) dx =

(x+ 1)

2

2

+ C ;

kde C je µubovoµné èíslo. Výsledok je správny, aj keï integrál vyjadríme ako

c(x) =

Z

x+ 1 dx =

x

2

2

+ x+C ;

kde C bude zas reálne èíslo a budeme dostáva» tie isté hodnoty c(x) pre iné hodnoty C. Dosadením

do (3.16) máme v¹eobecné rie¹enie rovnice (3.14):

y =

(x+ 1)

4

2

+ C(x+ 1)

2

:

Pre rie¹enie, ktoré vyhovuje danej zaèiatoènej podmienke y(0) = 1, dostaneme C =

1

2

. Preto rie¹enie

rovnice (3.14), ktoré vyhovuje zaèiatoènej podmienke y(0) = 1, je

y =

1

2

(x+ 1)

4

+

1

2

(x+ 1)

2

; x 2 (�1;1) :

|

Cvièenia

Rie¹te diferenciálne rovnice 1. rádu bez pravej strany:

23. y

0

� y tg x = 0:

24. y

0

� y(x sinx� cos x) = 0.

25. y

0

+

1

x

2

y = 0.

Rie¹te diferenciálne rovnice 1. rádu s pravou stranou.

26. y

0

+ 3y = x:

27. x

2

y

0

+ xy = �1:

28. xy

0

+ y = x

3

:
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29. y

0

+

1

x+1

y = sinx:

30. (1 + x

2

)y

0

+ y = arctg x:

31. y

0

cos x+ 2y sinx = 2 sinx:

32. x lnxy

0

� 2y = lnx:

33. y

0

� xy = xe

x

2

:

34. y

0

+

xy

1�x

2

= arcsinx+ x:

35. xy

0

� y = x

2

cos x:

36. y

0

+ 2xy = xe

�x

2

:

Nájdite rie¹enia nasledujúcich diferenciálnych rovníc, ktoré spåòajú danú zaèiatoènú podmienku:

37. y

0

+ x

2

y = x

2

; y(2) = 1:

38. y

0

+ y = cos x; y(0) = 1:

39. y

0

+

n

x

y =

a

x

n

; n = 2; 3; : : : ; a > 0; y(1) = 0:

40. y

0

+ y cotg x = sinx; y(

�

2

) = 1:

41. y

0

p

1� x

2

+ y = arcsinx; y(0) = 0:

42. y

0

�

y

x lnx

= x lnx; y(e) =

e

2

2

:

43. y

0

sinx� y cosx = 1; y(

�

2

) = 0:

3.5 LDR vy¹¹ích rádov

Lineárnou diferenciálnou rovnicou (LDR) n-tého rádu nazývame diferenciálnu rovnicu tvaru

a

0

(x)y

(n)

+ a

1

(x)y

(n�1)

+ : : :+ a

n�1

(x)y

0

+ a

n

(x)y = f(x) ; (3.17)

kde funkcie a

0

(x), a

1

(x); : : :, a

n

(x), f(x) sú spojité na intervale I, a

0

(x) 6= 0 pre v¹etky x 2 I.

Funkcie a

0

(x); a

1

(x); : : : ; a

n

(x) nazývame koe�cientami lineárnej diferenciálnej rovnice n-tého rádu.

Rovnicu (3.17) mô¾eme upravi» na tvar

y

(n)

+ p

1

(x)y

(n�1)

+ : : :+ p

n�1

(x)y

0

+ p

n

(x)y = g(x); (3.18)

kde p

i

(x) = a

i

(x)=a

0

(x), i = 1; 2; : : : ; n a g(x) = f(x)=a

0

(x), x 2 I. Skrátene túto rovnicu zapisujeme

v tvare

L(y) = g(x) :

Ak v rovnici (3.17) pre funkciu f(x) platí f(x) = 0 pre v¹etky x 2 I, hovoríme o lineárnej

diferenciálnej rovnici bez pravej strany (homogénna). Ak v diferenciálnej rovnici (3.17) neplatí f(x) = 0

pre v¹etky x 2 I, hovoríme o lineárnej diferenciálenj rovnici s pravou stranou (nehomogénna).

Veta 3.5 Pre ka¾dé x

0

2 I a pre zaèiatoèné podmienky y(x

0

) = b

1

, y

0

(x

0

) = b

2

; : : :, y

(n�1)

(x

0

) =

b

n

, kde b

1

; b

2

; : : : ; b

n

sú µubovoµné reálne èísla, existuje práve jedno rie¹enie y(x); x 2 I, lineárnej

diferenciálnej rovnice n-tého rádu (3.17), ktoré spåòa dané zaèiatoèné podmienky.

Veta 3.6 Nech funkcie y

1

; y

2

; : : : ; y

m

sú rie¹enia lineárnej diferenciálnej rovnice bez pravej strany.

Potom ka¾dá ich lineárna kombinácia y = c

1

y

1

+ c

2

y

2

+ : : : + c

m

y

m

, kde c

1

; c

2

; : : : ; c

m

sú µubovoµné

èísla, je rie¹ením tejto diferenciálnej rovnice.

Poznámka. Rie¹enie y = 0 pre ka¾dé x 2 I nazývame triviálnym rie¹ením diferenciálnej rovnice.

Ka¾dá lineárna diferenciálne rovnica bez pravej strany má triviálne rie¹enie.
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Teraz sa budeme zaobera» otázkou hµadania rie¹enia diferenciálnej rovnice s pravou stranou. K tomu

potrebujeme pozna» niekoµko nasledujúcich pojmov.

Nech sú dané funkcie f

1

; f

2

; : : : ; f

m

de�nované na intervale I. Ak existuje taká nenulová m-tica

reálnych resp. komplexných èísel c

1

; c

2

; : : : ; c

m

, ¾e pre funkcie f

1

; f

2

; : : : ; f

m

platí

c

1

f

1

(x) + c

2

f

2

(x) + : : :+ c

m

f

m

(x) = 0

pre ka¾dé x 2 I, potom hovoríme, ¾e funkcie f

1

; f

2

; : : : ; f

m

sú lineárne závislé na intervale I. Ak

funkcie f

1

; f

2

; : : : ; f

m

nie sú lineárne závislé, hovoríme, ¾e sú lineárne nezávislé na intervale I.

Nech funkcie f

1

; f

2

; : : : ; f

m

majú na intervale I derivácie a¾ do rádu m� 1. Potom determinant

W(f

1

; f

2

; : : : ; f

m

) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

f

1

(x); f

2

(x); : : : ; f

m

(x)

f

0

1

(x); f

0

2

(x); : : : ; f

0

m

(x)

f

00

1

(x); f

00

2

(x); : : : ; f

00

m

(x)

: : : : : : : : : : : :

f

(m�1)

1

(x); f

(m�1)

2

(x); : : : ; f

(m�1)

m

(x)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

nazývame Wronského determinantom funkcií f

1

; f

2

; : : : ; f

m

alebo len wronskiánom.

Veta 3.7 Ak funkcie f

1

; f

2

; : : : ; f

m

sú lineárne závislé na intervale I, potom W (f

1

; f

2

; : : : ; f

m

) = 0

pre ka¾dé x 2 I.

Veta 3.8 Nech y

1

; y

2

; : : : ; y

m

sú rie¹enia lineárnej diferenciálnej rovnice n-tého rádu bez pravej strany.

Ak m > n, potom sú tieto rie¹enia lineárne závislé.

Veta 3.9 n-rie¹ení y

1

; y

2

; : : : ; y

n

lineárnej diferenciálnej rovnice n-tého rádu bez pravej strany je line-

árne závislých (nezávislých) práve vtedy keï ich wronskián sa rovná (nerovná sa) nule aspoò v jednom

èísle x 2 I.

Ka¾dých n lineárne nezávislých rie¹ení lineárnej diferenciálnej rovnice n-tého rádu bez pravej strany

nazývame fundamentálnym systémom rie¹ení.

Veta 3.10 Ka¾dá lineárna diferenciálna rovnica n-tého rádu bez pravej strany má fundamentálny

systém rie¹ení.

Veta 3.11 Nech y

1

; y

2

; : : : ; y

n

je fundamentálny systém rie¹ení lineárnej diferenciálnej rovnice n-tého

rádu bez pravej strany na intervale I. Potom ka¾dé rie¹enie lineárnej diferenciálnej rovnice n-tého rádu

bez pravej strany má tvar

y = c

1

y

1

+ c

2

y

2

+ : : :+ c

n

y

n

;

kde c

1

; c

2

; : : : ; c

n

sú vhodne zvolené èísla.

Veta 3.12 Nech Y (x) je rie¹enie lineárnej diferenciálnej rovnice (3.18) s pravou stranou. Potom

ka¾dé rie¹enie tejto diferenciálnej rovnice má tvar

y = Y + z; (3.19)

kde z = c

1

y

1

+ c

2

y

2

+ : : : + c

n

y

n

je v¹eobecné rie¹enie zodpovedajúce lineárnej diferenciálnej rovnici

bez pravej strany.

Rie¹enie y nazývame v¹eobecným rie¹ením lineárnej diferenciálnej rovnice s pravou stranou.
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Veta 3.13 (Metóda variácie kon¹tánt) Ak y

1

; y

2

; : : : ; y

n

je fundamentálny systém rie¹ení diferen-

ciálnej rovnice

L(y) = 0;

potom lineárna diferenciálna rovnica n-tého rádu s pravou stranou

L(y) = g(x)

má rie¹enie

Y =

n

X

i=1

y

i

(x)

Z

W

i

(x)

W (x)

dx;

kde W (x) = W (y

1

; y

2

; : : : ; y

n

) je wronskián fundamentálneho systému a W

i

(x) je determinant, ktorý

vznikne z wronskiánu nahradením i-teho ståpca wronskiánu ståpcom, ktorého prvky sú 0; 0; : : : ; 0; g(x).

Veta 3.14 (Princíp superpozície.) Nech funkcia Y

i

(x); x 2 I je rie¹ením lineárnej diferenciálnej

rovnice n-tého rádu L(y) = g

i

(x), i = 1; 2; : : : ;m. Potom funkcia Y = Y

1

+ Y

2

+ : : : Y

m

je rie¹ením

lineárnej rovnice L(y) = g

1

(x) + g

2

(x) + : : : + g

m

(x) na intervale I.

Uvedené vety poskytujú základné vedomosti o rie¹eniach lineárnych diferenciálnych rovníc. Exis-

tujú aj iné metódy ako urèi» partikulárne rie¹enie rovnice L(y) = g(x). O tých sa zmienime neskôr.

Príklad 17. Nájdime v¹eobecné rie¹enie lineárnej diferenciálnej rovnice

xy

00

� (1 + x)y

0

+ y = x

3

; (3.20)

kde x 2 (0;1), ak fundamentálny systém rie¹ení rovnice xy

00

� (1 + x)y

0

+ y = 0 je y

1

(x) = e

x

,

y

2

(x) = 1 + x.

Rie¹enie: V¹eobecné rie¹enie lineárnej diferenciálnej rovnice s pravou stranou je súèet v¹eobec-

ného rie¹enia tejto rovnice bez pravej strany a jedného rie¹enia Y tejto lineárnej diferenciálnej rovnice

s pravou stranou, teda

y = Y + c

1

e

x

+ c

2

(1 + x):

Partikulárne rie¹enie Y nájdeme metódou variácie kon¹tánt. Na¹u rovnicu upravíme na tvar

y

00

�

1 + x

x

y

0

+

1

x

y = x

2

:

Teda g(x) = x

2

. Pre partikulárne rie¹enie platí:

Y = y

1

Z

W

1

W

dx+ y

2

Z

W

2

W

dx: (3.21)

Vypoèítame wronskián:

W =

�

�

�

�

�

e

x

; 1 + x

e

x

; 1

�

�

�

�

�

= �xe

x

:

Teraz vymeníme vo wronskiáne postupne prvý a druhý ståpec za vektor (0; x

2

) a vypoèítame W

1

;W

2

.

W

1

=

�

�

�

�

�

0; 1 + x

x

2

; 1

�

�

�

�

�

= �x

3

� x

2

;

W

2

=

�

�

�

�

�

e

x

; 0

e

x

; x

2

�

�

�

�

�

= x

2

e

x

:
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Po dosadení do (3.21) dostávame

Y = e

x

Z

(x

2

+ x)e

�x

dx+ (1 + x)

Z

(�x) dx;

èi¾e po zintegrovaní

Y = �(x

3

+ 3x

2

+ 6x+ 6)=2; x 2 (0;1):

V¹eobecné rie¹enie rovnice (3.20) je preto

y = c

1

e

x

+ c

2

(1 + x)� (x

3

+ 3x

2

+ 6x+ 6)=2; x 2 (0;1):

|

Z vy¹¹ie uvedeného je jasné, ¾e ak poznáme fundamentálny systém rie¹ení lineárnej diferenciálnej

rovnice n-tého rádu bez pravej strany, pomocou metódy variácie kon¹tánt vieme získa» aj v¹eobecné

rie¹enie lineárnej diferenciálnej rovnice n-tého rádu s pravou stranou. V ïal¹om teda pôjde o hµadanie

fundamentálneho systému rie¹ení niektorých lineárnych diferenciálnych rovníc.

3.6 LDR s kon¹tantnými koe�cientami

Rovnicu

y

(n)

+ a

1

y

(n�1)

+ : : :+ a

n�1

y

0

+ a

n

y = 0; (3.22)

kde a

i

, i = 1; 2; : : : ; n, sú reálne èísla, nazývame lineárnou diferenciálnou rovnicou (LDR) s kon¹tant-

nými koe�cientami bez pravej strany. Skrátene ju mô¾eme zapísa»

L

n

(y) = 0:

Fundamentálny systém takejto diferenciálnej rovnice vieme nájs» a to si teraz uká¾eme.

Algebraickú rovnicu prislúchajúcu k diferenciálnej rovnici (3.22)

r

n

+ a

1

r

n�1

+ : : :+ a

n�1

r + a

n

= 0

nazývame charakteristickou rovnicou diferenciálnej rovnice (3.22) a jej korene charakteristickými ko-

reòmi diferenciálnej rovnice. Z algebry platí, ¾e v obore komplexných èísel má polynóm n-tého stupòa

práve n koreòov vrátane násobnosti týchto koreòov. Podµa toho, akého tvaru sú charakteristické korene,

dostávame fundamentálny systém rie¹ení diferenciálnej rovnice (3.22).

Veta 3.15 Nech charakteristické korene diferenciálnej rovnice (3.22) sú

1. r

1

; r

2

; : : : ; r

m

navzájom rôzne reálne korene

r

1

je k

1

-násobný, r

2

je k

2

násobný, . . . , r

m

je k

m

násobný

2. �

1

� i�

1

, �

2

� i�

2

, . . . , �

p

� i�

p

, páry navzájom rôznych komplexných koreòov

�

1

� i�

1

ako s

1

násobný, �

2

� i�

2

ako s

2

násobný, . . .�

p

� i�

p

ako s

p

násobný koreò, prièom

�

i

6= 0; i = 1; 2; : : : ; p:

Nech platí

k

1

+ k

2

+ : : :+ k

m

+ 2(s

1

+ s

2

+ : : : + s

p

) = n:

Potom funkcie

e

r

1

x

; xe

r

1

x

; x

2

e

r

1

x

; : : : ; x

k

1

�1

e

r

1

x;

;

e

r

2

x

; xe

r

2

x

; x

2

e

r

2

x

; : : : ; x

k

2

�1

e

r

2

x;

;
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: : : : : : : : :

e

r

m

x

; xe

r

m

x

; x

2

e

r

m

x

; : : : ; x

k

m

�1

e

r

m

x;

:

e

�

1

x

cos �

1

x; xe

�

1

x

cos �

1

x; : : : ; x

s

1

�1

e

�

1

x

cos �

1

x;

e

�

1

x

sin�

1

x; xe

�

1

x

sin�

1

x; : : : ; x

s

1

�1

e

�

1

x

sin�

1

x;

: : : : : : : : :

e

�

p

x

cos �

p

x; xe

�

p

x

cos �

p

x; : : : ; x

s

p

�1

e

�

p

x

cos �

p

x;

e

�

p

x

sin�

p

x; xe

�

p

x

sin�

p

x; : : : ; x

s

p

�1

e

�

p

x

sin�

p

x;

tvoria fundamentálny systém rie¹ení rovnice (3.22).

Teraz si uká¾eme pou¾itie tejto vety na jednoduchých lineárnych diferenciálnych rovniciach druhého

rádu s kon¹tantnými koe�cientami. Pre charakteristické korene tejto rovnice mô¾u nasta» len tieto

prípady:

1. Korene r

1

; r

2

sú reálne a navzájom rôzne. Potom fundamentálny systém rie¹ení diferenciálnej

rovnice tvoria funkcie

e

r

1

x

; e

r

2

x

:

2. Koreò r

1

je dvojnásobným reálnym koreòom. Potom fundamentálny systém rie¹ení diferenciálnej

rovnice tvoria funkcie

e

r

1

x

; xe

r

1

x

:

3. Korene r

1

; r

2

sú komplexne zdru¾ené èísla. To jest r

1

= �+i�, r

2

= ��i�. Potom fundamentálny

systém rie¹ení diferenciálnej rovnice tvoria funkcie

e

�x

cos�x; e

�x

sin�x:

Uvedieme príklady na v¹etky tieto mo¾nosti.

Príklad 18. Nájdime v¹eobecné rie¹enie diferenciálnej rovnice

y

00

� 5y

0

+ 6y = 0

Rie¹enie: Charakteristická rovnica je tvaru

r

2

� 5r + 6 = 0:

Jej korene sú: r

1

= 2; r

2

= 3. Charakteristické korene sú teda dva reálne a navzájom rôzne. Preto

fundamentálny systém rie¹ení uvedenej diferenciálnej rovnice je:

y

1

= e

2x

; y

2

= e

3x

V¹eobecné rie¹enie je preto tvaru:

y = c

1

e

2x

+ c

2

e

3x

|

Príklad 19. Rie¹me diferenciálnu rovnicu:

y

00

� 2y

0

+ y = 0:

Rie¹enie: Z charakteristickej rovnice, ktorá je tvaru r

2

� 2r + 1 = 0; hneï vidíme, ¾e charakte-

ristický koreò je jeden reálny dvojnásobný: r

1

= 1. Fundamentálny systém tvoria teda funkcie

y

1

= e

x

; y

2

= xe

x

:
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V¹eobecné rie¹enie je preto tvaru:

y = c

1

e

x

+ c

2

xe

x

:

Príklad 20. Je daná diferenciálna rovnica:

y

00

+ 2y

0

+ 5y = 0:

Nájdime v¹eobecné rie¹enie.

Rie¹enie: V tomto prípade charakteristická rovnica r

2

+2r+5 = 0; má dva komplexne zdru¾ené

korene r

1

= �1 + 2i; r

2

= �1� 2i. Fundamentálny systém tvoria teda funkcie

y

1

= e

�x

cos 2x; y

2

= e

�x

sin 2x:

V¹eobecné rie¹enie je preto tvaru:

y = e

�x

(c

1

cos 2x+ c

2

sin 2x):

|

Príklad 21. Je daná diferenciálna rovnica:

y

00

+ 4y = 0:

Nájdime v¹eobecné rie¹enie.

Rie¹enie: V tomto prípade charakteristická rovnica r

2

+ 4 = 0; má dva komplexne zdru¾ené

rýdzoimaginárne korene r

1

= +2i; r

2

= �2i. Fundamentálny systém tvoria teda funkcie

y

1

= cos 2x; y

2

= sin 2x:

V¹eobecné rie¹enie je preto tvaru:

y = c

1

cos 2x+ c

2

sin 2x:

|

Príklad 22. Rie¹me diferenciálnu rovnicu

y

00

+ 5y

0

+ 6y = 0

ak vieme, ¾e y(0) = 1 a y

0

(0) = �6.

Rie¹enie: Charakteristická rovnica je tvaru r

2

+5r+6 = 0 a teda r

1

= �3; r

2

= �2. V¹eobecné

rie¹enie je tvaru

y = c

1

e

�3x

+ c

2

e

�2x

:

Vypoèítame teraz koe�cienty c

1

; c

2

, tak, aby platili podmienky y(0) = 1 a y

0

(0) = �6.

Dosadíme do v¹eobecného rie¹enia prvú podmienku. Musí teda plati»:

1 = c

1

� 1 + c

2

� 1;

z èoho dostávame

c

1

= 1� c

2

:

Teraz to isté urobíme pre druhú podmienku:

�6 = �3c

1

� 1� 2c

2

� 1:
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Dosadíme c

1

= 1� c

2

a vypoèítame c

2

. Máme: �6 = �3+3c

2

� 2c

2

a z toho c

2

= �3. Vypoèítame c

1

:

c

1

= 1� c

2

; a preto c

1

= 4:

Rie¹enie tejto diferenciálnej rovnice s uvedenými podmienkami je tvaru

y = 4e

�3x

� 3e

�2x

:

|

Príklad 23. Rie¹me danú diferenciálnu rovnicu

d

2

y

dx

+ 9y = 0

ak vieme, ¾e y = 1 pre x = 0 a y = 2 pre x =

�

2

.

Rie¹enie: Charakteristická rovnica je tvaru r

2

+ 9 = 0 a teda r

1

= 3i; r

2

= �3i. Korene sú

v tomto prípade rýdzo imaginárne (reálna èas» komplexného èísla je nulová) preto v¹eobecné rie¹enie

je tvaru

y = c

1

cos 3x+ c

2

sin 3x:

Vypoèítame teraz koe�cienty c

1

; c

2

, tak, aby platili podmienky y = 1 pre x = 0 a y = 2 pre x =

�

2

.

Dosadíme do v¹eobecného rie¹enia prvú podmienku. Musí teda plati»:

1 = c

1

� 1 + c

2

� 0;

z èoho hneï dostávame c

1

= 1. Teraz to isté urobíme pre druhú podmienku:

2 = 1 � 0 + c

2

� (�1):

Pre c

2

máme: c

2

= �2. Rie¹enie tejto diferenciálnej rovnice s uvedenými podmienkami je tvaru

y = cos 3x� 2 sin 3x:

|

Poznámka. V¹imnite si dodatoèných podmienok pre nájdenie jediného rie¹enia v posledných

dvoch príkladoch. V prvom príklade sú to zaèiatoèné podmienky, tak ako boli de�nované v tejto

kapitole, kde¾to v druhom príklade sa jedná o tzv. okrajové podmienky, ktoré sme spomínali napríklad

v príklade (3.1). Hlb¹ie skúmanie týchto okrajových podmienok v¹ak presahuje rámec týchto skrípt a

my sa obmedzíme len na príklady, kde bude treba nájs» také rie¹enie, ktoré uvedené podmienky spåòa.

Príklad 24. Ak x = 4 a

dx

dt

= 6 pre t = 0, nájdime rie¹enie rovnice

d

2

x

dt

+ 9x = 0;

ktorá reprezentuje kmitanie istej struny.

Rie¹enie: Po¾adované rie¹enie, ktoré reprezentuje knitanie danej struny je tvaru

x = 4 cos 3t+ 2 sin 3t:

|

Poznámka. Ka¾dý pohyb, ktorý sa dá popísa» diferenciálnou rovnicou v tvarem

d

2

x

dt

2

= �!

2

x, kde

! je kon¹tanta, popisuje jednoduchý harmonický pohyb.
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Teraz si povieme nieèo o rie¹ení LDR s kon¹tantnými koe�cientami s pravou stranou. V predchá-

dzajúcej kapitole sme metódou variácie kon¹tánt ukázali, ako nájs» partikulárne rie¹enie LDR s pravou

stranou, ak máme fundamentálny systém rie¹ení LDR bez pravej strany. Túto metódu mô¾eme sa-

mozrejme pou¾i» aj v prípade LDR s kon¹tantnými koe�cientami a výsledok je hneï zrejmý: ako u¾

vieme z predchádzajúcej kapitoly v¹eobecné rie¹enie LDR n-tého rádu s kon¹tantnými koe�cientami

bude

y = Y + c

1

y

1

+ c

2

y

2

+ : : :+ c

n

y

n

;

kde Y je partikulárne rie¹enie a y

1

; y

2

; : : : ; y

n

je fundamentálny systém rie¹ení prislúchajúcej LDR bez

pravej strany (c

1

; c

2

; : : : ; c

n

2 R).

Teraz si uká¾eme e¹te inú metódu na hµadanie partikulárneho rie¹enia, ktorá je v niektorých prípa-

doch efektívnej¹ia, ako metóda variácie kon¹tánt. Táto metóda sa volá metóda neurèitých koe�cientov.

Dá sa pou¾i» iba v prípade, ¾e sa jedná o LDR s kon¹tantnými koe�cientami typu

L

n

(y) = f(x); (3.23)

kde L

n

(y) = y

(n)

+ a

1

y

(n�1)

+ : : :+ a

n�1

y

0

+ a

n

y a pravá strana je tvaru:

f(x) = e

�x

(P

n

(x) cos �x+Q

m

(x) sin�x)

alebo je súètom funkcií takéhoto tvaru (v takom prípade pou¾ijeme e¹te princíp superpozície { viï

predchádzajúca kapitola). V tomto prípade �; � sú kon¹tanty a P

n

(x); Q

m

(x) sú polynómy n-tého

resp. m-tého stupòa. Partikulárne rie¹enie (3.23) hµadáme potom v tvare:

Y (x) = x

r

e

�x

(P

l

(x) cos �x+Q

l

(x) sin�x) ;

kde r je násobnos» koreòa � + �i charakteristickej rovnice prislúchajúcej k danej LDR (ak � + i�

nie je koreò charakteristickej rovnice volíme r = 0). P

l

(x); Q

l

(x) sú polynómy stupòa l s neurèitými

koe�cientami, prièom l je rovné väè¹iemu z èísel m a n, teda:

P

l

(x) = A

0

x

l

+A

1

x

l�1

+ : : : +A

l

; Q

l

(x) = B

0

x

l

+B

1

x

l�1

+ : : :+B

l

:

Tieto neurèité koe�cienty je mo¾né nájs» zo systému lineárnych rovníc, ktoré dostaneme porovna-

ním koe�cientov zhodných èlenov v diferenciálnej rovnici, do ktorej sme dosadili takéto partikulárne

rie¹enie.

Príklad 25. Nájdime v¹eobecné rie¹enie diferenciálnej rovnice

d

2

y

dx

2

+

dy

dx

� 6y = f(x);

kde

a) f(x) = x+ 1;

b) f(x) = (x� 1)e

2x

:

Rie¹enie: LDR bez pravej strany je tvaru:

d

2

y

dx

2

+

dy

dx

�6y = 0. Charakteristická rovnica r

2

+r�6 = 0

má korene r

1

= 2, r

2

= �3. Preto rie¹enie rovnice bez pravej strany je tvaru

y = c

1

e

2x

+ c

2

e

�3x

:

Na nájdenie partikulárneho rie¹enia pou¾ijeme metódu neurèitých koe�cientov.

a) f(x) = x+ 1.

V tomto prípade pre pravú stranu platí:

� = � = 0, P

n

(x) = x + 1. Keï¾e èíslo � + i� = 0 + i0 nie je koreòom charakteristického polynómu
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(korene sú 2 a �3), tak r = 0 a partikulárne rie¹enie navrhneme v tvare lineárnej funkcie Y (x) = ax+b,

kde a; b sú zatiaµ neznáme koe�cienty, ktoré treba vypoèíta». Pre takto navrhnuté rie¹enie máme:

Y

0

(x) = a, Y

00

(x) = 0. Dosadíme takto navrhnuté rie¹enie a jeho derivácie do LDR s pravou stranou.

Máme:

a� 6(ax+ b) = x+ 1:

Porovnaním koe�cientov polynómu na µavej strane s koe�cientami polynómu na pravej strane dostá-

vame

�6a = 1, a� 6b = 1 a z toho máme

a = �

1

6

, b = �

7

36

.

Preto je partikulárne rie¹enie tvaru:

Y (x) = �

1

6

x�

7

36

:

V¹eobecné rie¹enie rovnice s touto pravou stranou je preto:

y = c

1

e

2x

+ c

2

e

�3x

�

1

6

x�

7

36

pre c

1

; c

2

2 R.

b) f(x) = (x� 1)e

2x

:

V tomto prípade pre pravú stranu platí:

� = 2; � = 0, P

n

(x) = x�1. Keï¾e èíslo �+i� = 2+i0 teraz je koreòom charakteristického polynómu

a to jednonásobným, tak r = 1 a partikulárne rie¹enie navrhneme v tvare Y (x) = x(ax + b)e

2x

,

kde a; b sú koe�cienty, ktoré treba vypoèíta». Opä» nájdeme derivácie navrhnutého rie¹enia: Y

0

(x) =

(2ax + b + 2ax

2

+ 2bx)e

2x

; Y

00

(x) = (2a + 8ax + 4b + 4ax

2

+ 4bx)e

2x

a dosadíme do LDR s pravou

stranou. Máme:

(2a+ 8ax+ 4b+ 4ax

2

+ 4bx+ 2ax+ b+ 2ax

2

+ 2bx� 6ax

2

� 6bx)e

2x

= (x� 1)e

2x

:

Preto¾e funkcia e

2x

je v¾dy kladná, máme:

2a+ 8ax+ 4b+ 4ax

2

+ 4bx+ 2ax+ b+ 2ax

2

+ 2bx� 6ax

2

� 6bx = x� 1:

Teraz porovnaním koe�cientov polynómu na µavej strane s koe�cientami polynómu na pravej strane

dostávame

4a+ 2a� 6a = 0

8a+ 4b+ 2a+ 2b� 6b = 1

2a+ 4b+ b = �1

a z toho máme a =

1

10

; b = �

6

25

. Preto partikulárne rie¹enie je tvaru:

Y (x) = x(

1

10

x�

6

25

)e

2x

:

V¹eobecné rie¹enie rovnice s touto pravou stranou je preto:

y = c

1

e

2x

+ c

2

e

�3x

+ (

1

10

x

2

�

6

25

x)e

2x

pre c

1

; c

2

2 R. |
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Príklad 26. Nájdime v¹eobecné rie¹enie diferenciálnej rovnice

9y

00

� 6y

0

+ y = f(x);

kde

a) f(x) = sin

x

3

;

b) f(x) = e

x

3

:

Rie¹enie: LDR bez pravej strany je tvaru: 9y

00

� 6y

0

+ y = 0:

Charakteristická rovnica 9r

2

� 6r + 1 = 0 má jeden dvojnásobný koreò r

1

= r

2

=

1

3

. Preto rie¹enie

rovnice bez pravej strany je tvaru

y = c

1

e

x

3

+ c

2

xe

x

3

:

a)f(x) = sin

x

3

.

V tomto prípade pre pravú stranu platí:

� = 0; � =

1

3

, P

n

(x) = 0, Q

m

(x) = 1. Keï¾e èíslo � + i� = 0 +

1

3

i nie je koreòom charakteristického

polynómu (dvojnásobný koreò je

1

3

+ 0i ), tak r = 0 a partikulárne rie¹enie navrhneme v tvare

Y (x) = a sin

x

3

+ b cos

x

3

, kde a; b sú zatiaµ neznáme koe�cienty, ktoré treba vypoèíta». (Zdôrazòujeme,

¾e navrhnuté rie¹enie musí obsahova» obe goniometrické funkcie

"

sin\aj

"

cos\.) Pre takto navrhnuté

rie¹enie máme: Y

0

(x) =

a

3

cos

x

3

�

b

3

sin

x

3

; Y

00

(x) = �

a

9

sin

x

3

�

b

9

cos

x

3

. Dosadíme takto navrhnuté

rie¹enie a jeho derivácie do LDR s pravou stranou. Máme:

9

�

�

a

9

sin

x

3

�

b

9

cos

x

3

�

� 6

�

a

3

cos

x

3

�

b

3

sin

x

3

�

+ a sin

x

3

+ b cos

x

3

= sin

x

3

Porovnaním koe�cientov pri funkcii

"

sin\a

"

cos\na µavej strane s koe�cientami polynómu na pravej

strane dostávame

�a+ 2b+ a = 1; �b� 2a+ b = 0 a z toho máme

a = 0; b =

1

2

:

Preto partikulárne rie¹enie je tvaru:

Y (x) =

1

2

cos

x

3

:

V¹eobecné rie¹enie rovnice s touto pravou stranou je preto:

y = c

1

e

x

3

+ c

2

xe

x

3

+

1

2

cos

x

3

;

pre c

1

; c

2

2 R.

b) f(x) = e

x

3

:

V tomto prípade pre pravú stranu platí:

� =

1

3

; � = 0, P

n

(x) = 1. Keï¾e èíslo �+ i� =

1

3

+ i0 teraz je koreòom charakteristického polynómu a

tento koreò je dvojnásobný, tak r = 2 a partikulárne rie¹enie navrhneme v tvare Y (x) = ax

2

e

x

3

, kde a

je neznámy koe�cient. Opä» nájdeme derivácie navrhnutého rie¹enia: Y

0

(x) = (2ax+

a

3

x

2

)e

x

3

; Y

00

(x) =

(2a+

4a

3

x+

a

9

x

2

)e

x

3

a dosadíme do LDR s pravou stranou. Máme:

(18a + 12ax + ax

2

� 12ax� 2ax

2

+ ax

2

)e

x

3

= e

x

3

:

Preto¾e funkcia e

x

3

je v¾dy kladná, máme:

18a+ 12ax+ ax

2

� 12ax� 2ax

2

+ ax

2

= 1:
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Teraz porovnaním koe�cientov polynómu na µavej strane s koe�cientami polynómu na pravej strane

dostávame

a� 2a+ a = 0; 12a� 12a = 0; 18a = 1:

a z toho máme a =

1

18

. Preto partikulárne rie¹enie je tvaru:

Y (x) =

1

18

x

2

e

x

3

:

V¹eobecné rie¹enie rovnice s touto pravou stranou je preto:

y = c

1

e

x

3

+ c

2

xe

�

x

3

+

1

18

x

2

e

x

3

pre c

1

; c

2

2 R. |

Príklad 27. V elektrickom okruhu so striedavým prúdom je pri vhodne pou¾itých jednotkách

kapacity kondenzátora, ohmického odporu indukènej cievky a samoindukènosti hodnota elektrického

prúdu v èase t je daná diferenciálnou rovnicou:

d

2

x

dt

2

+ 4

dx

dt

+ 3x = sin t:

Nájdime v¹eobecné rie¹enie.

Rie¹enie: Homogénna rovnica je tvaru

d

2

x

dt

2

+ 4

dx

dt

+ 3x = 0, jej charakteristický polynóm je

r

2

+ 4r + 3 = 0, jeho korene sú r

1

= �1; r

2

= �3. Rie¹enie homogénnej rovnice je

x = c

1

e

�t

+ c

2

e

�3t

;

kde c

1

; c

2

2 R. Pre pravú stranu platí:

� = 0; � = 1, P

n

(t) = 0, Q

m

(t) = 1. Keï¾e èíslo � + i� = 0 + i nie je koreòom charakteristického

polynómu , tak r = 0 a partikulárne rie¹enie navrhneme v tvare X(t) = a sin t + b cos t, kde a; b

sú zatiaµ neznáme koe�cienty, ktoré treba vypoèíta». Pre takto navrhnuté rie¹enie máme: X

0

(t) =

a cos t� b sin t; X

00

(t) = �a sin t� b cos t. Dosadíme takto navrhnuté rie¹enie a jeho derivácie do LDR

s pravou stranou. Máme:

�a sin t� b cos t+ 4(a cos t� b sin t) + 3(a sin t+ b cos t) = sin t:

Porovnaním koe�cientov pri funkcii

"

sin\a

"

cos\na µavej strane s koe�cientami polynómu na pravej

strane dostávame

�a� 4b+ 3a = 1; �b+ 4a+ 3b = 0 a z toho máme

a =

1

10

; b = �

1

5

:

Preto partikulárne rie¹enie je tvaru:

X(t) =

1

10

sin t�

1

5

cos t:

V¹eobecné rie¹enie je teda tvaru

x(t) = c

1

e

�t

+ c

2

e

�3t

+

1

10

(sin t� 2 cos t):

V ¹peciálnom prípade budú kon¹tanty c

1

; c

2

urèené pomocou poèiatoèných podmienok, napríklad ak

vieme hodnotu elektrického prúdu v èase t = 0 a ako sa mení. V¹imnime si ale, ¾e oba tieto èleny

c

1

e

�t

aj c

2

e

�3t

pre t ! 1 konvergujú k nule a to pomerne rýchlo. Tak¾e pre akékoµvek hodnoty

poèiatoèných podmienok stacionárny stav (ustálený stav pre t!1) je tvaru

1

10

(sin t� 2 cos t). |
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Cvièenia

V nasledujúcich príkladoch nájdite v¹eobecné rie¹enia diferenciálnych rovníc:

44. y

00

� y

0

� 2y = 0:

45. y

00

+ 25y = 0:

46. y

00

� y

0

= 0:

47. y

00

� 4y

0

+ 4y = 0:

48. y

00

� 7y

0

+ 6y = 0:

49. y

00

+ y

0

� 2y = 0:

50. y

00

+ y = 0:

51. y

00

� 2y

0

� y = 0:

52. 4

d

2

x

dt

2

� 20

dx

dt

+ 25x = 0:

53. y

00

� 4y

0

+ 13y = 0:

Nájdite také rie¹enia nasledujúcich diferenciálnych rovníc, ktoré vyhovujú podmienkam:

54. y

00

� 10y

0

+ 25y = 0; y(0) = 0; y

0

(0) = 1

55. y

00

� 2y

0

+ 10y = 0; y(

�

6

) = 0; y

0

(

�

6

) = e

�

6

56. y

00

+ 3y

0

= 0; y(0) = 1; y

0

(0) = 2

57. y

00

+ 4y = 0; y(0) = 4; y(3�=4) = 3

58. y

00

� 12y = 0; y =

4

e

2

, pre x =

1

p

3

a y = 4 ak x = 0

59. 9

d

2

y

dx

2

+ 16y = 0; y(0) = �9; y

0

(0) = 12

1

2

Rie¹te diferenciálne rovnice s pravou stranou:

60. y

00

� 7y

0

+ 6y = sinx:

61. y

00

+ 2y

0

+ 5y = �

17

2

cos 2x:

62. 2y

00

+ y

0

� y = 2e

x

:

63. y

00

+ a

2

y = e

x

:

64. y

00

� 6y

0

+ 9y = 2x

2

� x+ 3:

65. y

00

+ 4y

0

� 5y = 1:

Pre diferenciálnu rovnicu

y

00

� 4y

0

+ 4y = f(x)

nájdite v¹eobecné rie¹enia, ak pravá strana f(x) je tvaru:

66. f(x) = e

�x

:

67. f(x) = 3e

2x

:

68. f(x) = 2(sin 2x+ x):

69. f(x) = 8(x

2

+ e

2x

+ sin2x):

Pre diferenciálnu rovnicu

y

00

+ y = f(x)

nájdite v¹eobecné rie¹enia, ak pravá strana f(x) je tvaru:

70. f(x) = 2x

3

� x+ 2:

71. f(x) = �8 cos 3x:

72. f(x) = cosx:

73. f(x) = sinx� 2e

�x

:

74. Ihla istého nástroja opisuje oblúk �, ktorý vyhovuje diferenciálnej rovnici
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d

2

�

dt

2

+ 5

d�

dt

+ 6� = 0:

Nájdite uhol � ako funkciu èasu t ak pre t = 0 bola jeho pozícia nulová, ale rýchlos» pohybu bola

2rad s

�1

. Nájdite maximálny uhol vychýlenia ihly od nulovej pozície a naèrtnite graf závislosti � od

èasu t.

75. Teplota telesa y stupòov t minút potom ako bolo teleso premiestnené do istej miestnosti vyhovuje

diferenciálnej rovnici

6

d

2

y

dt

2

+

dy

dt

= 0:

Nájdite závislos» teploty y od èasu t, ak platí y = 63 pre t = 0 a y = 36 pre t = 6 ln 4. Urète, za koµko

minút rýchlos» ochladzovania telesa klesne pod jeden stupeò za minútu. Svoju odpoveï zaokrúhlite

na minúty. Akú teplotu bude ma» v tom èase teleso?

76. Nájdite rie¹enie diferenciálnej rovnice

y

00

+ 9y = 18;

pre ktoré y dosahuje maximum v bode (

�

2

; 6). Nájdite minimálnu hodnotu y a hodnoty x, pre ktoré

je y = 0.

77. Bod sa pohybuje priamoèiaro tak, ¾e v èase t jeho posun od pevného bodu na tejto priamke je

x a rovnica tohoto pohybu je

d

2

x

dt

= �4x:

Vieme, ¾e x = 3 a

dx

dt

= �6 pre t =

�

4

. Nájdite:

a) x v závislosti na t,

b) hodnoty x a

dx

dt

pre t =

3�

4

c) najmen¹iu kladnú hodnotu t pre ktorú je x = 0. Výsledok vypoèítajte pribli¾ne (viï 1. diel

skrípt, kapitola 7)

V nasledujúcich cvièeniach nájdite v¹eobecné rie¹enia rovníc vy¹¹ích rádov.

78. y

IV

� 2y

000

+ y

00

= 0:

79. y

IV

+ a

4

y = 0:

80. y

000

� 2y

00

+ y

0

= 0:

81. y

000

=

1

x

:

82. y

000

= cos 2x:

V nasledujúcich cvièeniach nájdite v¹eobecné rie¹enia diferenciálnych rovníc pou¾ijúc metódu variácie

kon¹tánt:

83. y

00

� y =

2e

x

e

x

�1

:

84. y

00

� 2y

0

+ y =

e

x

x

:

85. y

00

+ 2y

0

+ y =

e

�2x

�1

e

�x

+1

:

3.7 Systémy diferenciálnych rovníc

V tejto èasti si veµmi struène povieme o systémoch diferenciálnych rovníc. Obmedzíme sa len na rovnice

prvého rádu a systémy rovníc tvaru:
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y

0

1

= f

1

(x; y

1

; y

2

; : : : ; y

n

);

y

0

2

= f

2

(x; y

1

; y

2

; : : : ; y

n

);

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: (3.24)

y

0

n

= f

n

(x; y

1

; y

2

; : : : ; y

n

);

kde y

1

; y

2

; : : : y

n

sú neznáme funkcie a f

1

; f

2

; : : : f

n

sú funkcie, ktoré popisujú vz»ahy medzi neznámymi

funkciami pre jednotlivé prvé derivácie.

Príkladom takéhoto systému mô¾e by» systém dvoch diferenciálnych rovníc

Príklad 28.

y

0

=

3y � 2z

x

(3.25)

z

0

=

4y � 3z

x

(3.26)

Rie¹ením systému diferenciálnych rovníc (3.24) na intervale J nazývame ka¾dú n-ticu funkcií

y

1

; y

2

; : : : ; y

n

, diferencovateµných na intervale J , ktoré vyhovujú ka¾dej rovnici systému (3.24). Ak

sú navy¹e dané zaèiatoèné podmienky

y

1

(x

0

) = c

1

; y

2

(x

0

) = c

2

; : : : ; y

n

(x

0

) = c

n

; (3.27)

potom hµadanie rie¹enia systému (3.24), ktoré vyhovuje zaèiatoèným podmienkam (3.27) nazývame

Cauchyho úlohou pre systém diferenciálnych rovníc.

Veta 3.16 (Peanova veta). Nech sú funkcie f

1

; f

2

; : : : f

n

systému (3.24) spojité na mno¾ine I = hx

0

�

a; x

0

+ai�hc

1

�b; c

1

+bi�hc

2

�b; c

2

+bi�: : :�hc

n

�b; c

n

+bi, kde a > 0, b > 0, potom systém (3.24) má

aspoò jedno rie¹enie y

1

(x); y

2

(x); : : : ; y

n

(x), kde funkcie spåòajú zaèiatoèné podmienky (3.27). Funkcie

tohoto systému rie¹ení sú spojite diferencovateµné na intervale hx

0

� h; x

0

+ hi, kde h = minfa;

b

M

g,

prièom M > 0 je také, ¾e platí: jf

k

(x; y

1

; y

2

; : : : ; y

n

)j �M , k = 1; 2; : : : ; n, na mno¾ine I.

Poznámka. Ka¾dej diferenciálnej rovnici n-tého rádu

y

(n)

= f(x; y; y

0

; : : : ; y

(n�1)

)

mo¾no priradi» systém diferenciálnych rovníc, kde y = y

1

a

y

0

1

= y

2

y

0

2

= y

3

. . . . . . . .

y

0

n�1

= y

n

y

0

n

= f(x; y

1

; y

2

; : : : ; y

n

);

ktorý nazývame normálnym systémom diferenciálnej rovnice n-tého rádu.

Poznámka. Niekedy sa dá normálny diferenciálny systém (3.24) upravi» na jedinú diferenciálnu

rovnicu n-tého rádu. Tento spôsob hµadania rie¹enia sa nazýva eliminaèná metóda.

Príklad 29. Rie¹te daný systém diferenciálnych rovníc:

y

0

= z; z

0

= y:
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Rie¹enie: Systém budeme rie¹i» eliminaènou metódou. Zderivovaním druhej rovnice máme:

y

0

= z

00

:

Dosadíme do prvej rovnice a pre funkciu z dostávame:

z

00

� z = 0:

Dostali sme lineárnu diferenciálnu rovnicu 2. rádu s kon¹tantnými koe�cientami bez pravej strany. Jej

v¹eobecné rie¹enie je z = c

1

e

x

+c

2

e

�x

, pre c

1

; c

2

2 R. Zderivovaním tohoto rie¹enia dostávame rie¹enie

pre y:

y = c

1

e

x

� c

2

e

�x

:

|

Teraz si nieèo povieme o ¹peciálnom type systému diferenciálnych rovníc { o lineárnych diferen-

ciálnych rovniciach. Lineárnym diferenciálnym systémom nazývame systém diferenciálnych rovníc

tvaru:

y

0

1

= a

11

(x)y

1

+ a

12

(x)y

2

+ : : :+ a

1n

(x)y

n

+ b

1

(x);

y

0

2

= a

21

(x)y

1

+ a

22

(x)y

2

+ : : :+ a

2n

(x)y

n

+ b

2

(x);

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: (3.28)

y

0

n

= a

n1

(x)y

1

+ a

n2

(x)y

2

+ : : :+ a

nn

(x)y

n

+ b

n

(x):

Funkcie a

ik

(x), i; k = 1; 2; : : : ; n, de�nované na intervale J , nazývame koe�cientami lineárneho dife-

renciálneho systému. Systém, kde b

i

(x) = 0; pre v¹etky x 2 J a i = 1; 2; : : : ; n nazývame homogénnym

diferenciálnym systémom:

y

0

1

= a

11

(x)y

1

+ a

12

(x)y

2

+ : : :+ a

1n

(x)y

n

y

0

2

= a

21

(x)y

1

+ a

22

(x)y

2

+ : : :+ a

2n

(x)y

n

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: (3.29)

y

0

n

= a

n1

(x)y

1

+ a

n2

(x)y

2

+ : : :+ a

nn

(x)y

n

Jedno jeho rie¹enie, a síce y

i

(x) = 0 pre v¹etky x 2 J , i = 1; 2; : : : ; n, v¾dy existuje. Nazývame ho

triviálne rie¹enie.

Z podkapitoly o lineárnych diferenciálnych rovniciach vy¹¹ieho rádu u¾ vieme, èo je to fundamen-

tálny systém rie¹ení. Aj pre systém n lineárnych diferenciálnych rovníc de�nujeme takýto fundamen-

tálny systém rie¹ení ako n lineárne nezávislých rie¹ení diferenciálneho systému (3.29) de�novaných na

intervale J . Platí:

Ak Y

1

; Y

2

; : : : ; Y

n

sú rie¹enia systému (3.29), potom aj ich lineárna kombinácia je rie¹ením systému

(3.29).

Nech Y

1

= (y

11

; y

12

; : : : ; y

1n

); : : : ; Y

n

= (y

n1

; y

n2

; : : : ; y

nn

) sú rie¹enia lineárneho systému (3.29).

Tieto rie¹enia sú lineárne nezávislé na intervale J , to jest tvoria fundamentálny systém rie¹ení vtedy

a len vtedy, keï aspoò v jednom bode x 2 J je

D(Y

1

; Y

2

; : : : ; Y

n

) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

y

11

; y

21

; : : : ; y

n1

y

12

; y

22

; : : : ; y

n2

: : : : : : : : : : : :

y

1n

; y

2n

; : : : ; y

nn

�

�

�

�

�

�

�

�

�

6= 0:

Ka¾dé rie¹enie diferenciálneho systému (3.29) mo¾no vyjadri» ako lineárnu kombináciu jeho funda-

mentálneho systému.
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Ak sú v¹etky koe�cienty a

ik

(x); b

i

(x), i; k = 1; 2; : : : ; n spojité funkcie na intervale J = h�; �i,

potom pre Cauchyho úlohu (3.28), (3.27) existuje jediné rie¹enie { to jest n-tica funkcií de�novaných

na intervale J , ktoré spåòa rovnice (3.28) a zaèiatoènú podmienku (3.27).

Nech U je rie¹ením nehomogénneho systému (3.28). Potom n-tica Y je rie¹ením diferenciálneho

systému (3.28) práve vtedy, keï ju mo¾no vyjadri» v tvare

Y = c

1

Y

1

+ c+ 2Y

2

+ : : :+ c

n

Y

n

+ U;

kde c

1

; c

2

; : : : ; c

n

sú vhodné reálne èísla a Y

1

; Y

2

; : : : ; Y

n

je fundamentálny systém rie¹ení prislúchájú-

ceho homogénneho systému.

Teraz treba u¾ len vyrie¹i» otázku, ako získame rie¹enie U , ak máme fundamentálny systém rie¹ení.

Odpoveï dáva znovu, (podobne ako u lineárnych diferenciálnych rovníc vy¹¹ích rádov) metóda variácie

kon¹tánt:

Nech Y

1

; Y

2

; : : : ; Y

n

je fundamentálny systém rie¹ení homogénneho systému (3.29) prislúchajúci

systému (3.28). Nech D = D(Y

1

; Y

2

; : : : ; Y

n

) a D

i

je determinant, ktorý vznikne z determinantu D, ak

v òom i-ty ståpec nahradíme ståpcom b

1

(x); b

2

(x); : : : ; b

n

(x). Potom n-tica U = (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

), kde

u

k

(x) =

n

X

j=1

y

jk

Z

D

j

D

dx; k = 1; 2; : : : ; n;

je rie¹ením nehomogénneho diferenciálneho systému (3.28).

Otázka nájdenia fundamentálneho systému rie¹ení je rovnakej obtia¾nosti, ako u lineárnych dife-

renciálnych rovníc vy¹¹ích rádov. V na¹ich ïal¹ích úvahách sa preto obmedzíme len na také systémy,

kde koe�cienty a

ik

, i; k = 1; : : : ; n, sú len kon¹tanty, nie funkcie premennej x. Takýmto systémom ho-

voríme lineárne diferenciálne systémy s kon¹tantnými koe�cientami (nehomogénne alebo homogénne).

Sú tvaru:

y

0

i

=

n

X

j=1

a

ij

y

j

+ b

i

(x); i = 1; 2; : : : ; n; (3.30)

y

0

i

=

n

X

j=1

a

ij

y

j

; i = 1; 2; : : : ; n: (3.31)

Diferenciálny systém (3.31) má nenulové rie¹enie tvaru Y = (�

1

e

r

1

x

; �

2

e

r

1

x

; : : : ; �

n

e

r

1

x

), kde r

1

je

koreòom charakteristickej rovnice systému:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

a

11

� r a

12

: : : a

1n

a

21

a

22

� r : : : a

2n

: : : : : : : : : : : :

a

n1

a

n2

: : : a

nn

� r

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0

a n-tica (�

1

; �

2

; : : : ; �

n

) je rie¹ením systému lineárnych algebraických rovníc:

(a

11

� r

1

)�

1

+ a

12

�

2

+ : : : + a

1n

�

n

= 0;

a

21

�

1

+ (a

22

� r

1

)�

2

+ : : : + a

2n

�

n

= 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a

n1

�

1

+ a

n2

�

2

+ : : :+ (a

nn

� r

1

)�

n

= 0:
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Nech r

1

; r

2

; : : : r

k

sú navzájom rôzne korene charakteristickej rovnice diferenciálneho systému (3.31).

Nech Y

1

; Y

2

; : : : ; Y

k

sú rie¹enia tohoto systému získané popísaným spôsobom. Potom tieto rie¹enia sú

lineárne nezávislé.

Nech r

1

je k-násobným rie¹ením charakteristickej rovnice diferenciálneho systému (3.31). Potom

existujú polynómy P

mj

(x) stupòa najviac m, m = 0; 1; : : : ; k�1, j = 1; 2; : : : ; n, ¾e n-tice

U

0

= (P

01

e

r

1

x

; P

02

e

r

1

x

; : : : ; P

0n

e

r

1

x

);

U

1

= (P

11

e

r

1

x

; P

12

e

r

1

x

; : : : ; P

1n

e

r

1

x

);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

U

k�1

= (P

k�1;1

e

r

1

x

; P

k�1;2

e

r

1

x

; : : : ; P

k�1;n

e

r

1

x

)

sú lineárne nezávislými rie¹eniami diferenciálneho systému (3.31). Koe�cienty polynómov urèíme me-

tódou neurèitých koe�cientov po dosadení jednotlivých rie¹ení U

i

, i = 0; 1; : : : ; k�1 do diferenciálneho

systému (3.31).

Ak rie¹ením diferenciálneho systému (3.31) je n-tica komplexných funkcií (koreò charakteristickej

rovnice je komplexné èíslo):

Z = (u

1

+ iv

1

; u

2

+ iv

2

; : : : ; u

n

+ iv

n

);

kde u

i

, i = 1; 2; : : : ; n sú reálne zlo¾ky a v

i

, i = 1; 2; : : : ; n, sú imaginárne zlo¾ky komplexných funkcií

rie¹enia Z, potom n-tice

Re Z = (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

); Im Z = (v

1

; v

2

; : : : ; v

n

);

sú tie¾ rie¹enia diferenciálneho systému (3.31).

Ak ku v¹etkým koreòom charakteristickej rovnice diferenciálneho systému (3.31) nájdeme týmto

spôsobom v¹etky rie¹enia diferenciálenho systému vrátane násobnosti koreòov charakteristickej rov-

nice, potom dostaneme n rie¹ení diferenciálneho systému (3.31), ktoré tvoria fundamentálny systém

rie¹ení systému (3.31).

Príklad 30. Rie¹me diferencálny systém:

y

0

1

= 2y

1

+ y

2

� 2y

3

,

y

0

2

= �y

1

,

y

0

3

= y

1

+ y

2

� y

3

.

Rie¹enie: Je to homogénny systém troch lineárnych diferenciálnych rovníc. Rie¹ením bude troj-

ica funkcií (y

1

(x); y

2

(x); y

3

(x)), ktoré budeme hµada» v tvare: (�

1

e

rx

; �

2

e

rx

; �

3

e

rx

): Vypoèítame prvé

derivácie takto zvolených rie¹ení a dosadíme do rovníc systému. Máme:

�

1

re

rx

= 2�

1

e

rx

+ �

2

e

rx

� 2�

3

e

rx

�

2

re

rx

= ��

1

e

rx

�

3

re

rx

= �

1

e

rx

+ �

2

e

rx

� �

3

e

rx

Po úprave s prihliadnutím na fakt, ¾e e

rx

6= 0 pre ka¾dé x 2 R, dostaneme:

0 = (2� r)�

1

+ �

2

� 2�

3

,

0 = ��

1

� r�

2

,

0 = �

1

+ �

2

� (1 + r)�

3

.
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Toto je homogénny lineárny systém algebraických rovníc s neznámymi �

1

, �

2

, �

3

, ktorý má nenu-

lové rie¹enie práve vtedy, keï (pozri 1. diel skrípt, kapitola 4.)

�

�

�

�

�

�

�

2� r 1 �2

�1 �r 0

1 1 �(1 + r)

�

�

�

�

�

�

�

= 0;

èi¾e

r

3

� r

2

+ r � 1 = 0:

Toto je charakteristická rovnica zadaného systému diferenciálnych rovníc. Jej korene sú: r

1

= 1, r

2

= i,

r

3

= �i. Pre r

1

= 1 vypoèítame z diferenciálneho systému algebraických rovníc neznáme �

1

; �

2

; �

3

.

Dostávame: �

1

= u, �

2

= �u, �

3

= 0, kde u je µubovoµné èíslo. Jedno rie¹enie diferenciálneho systému

je preto (zvolíme u = 1):

Y

1

= (e

x

;�e

x

; 0):

Podobne vypoèítame rie¹enie aj pre koreò r

2

= i. Máme �

1

= �iu; �

2

= u; �

3

= �iu; kde u je

µubovoµné èíslo. Pre u = 1 máme rie¹enie diferenciálneho systému

Z = (�ie

ix

; e

ix

;�ie

ix

),

z ktorého mô¾eme dosta» dve rie¹enia :

Y

2

= (sinx; cos x; sinx),

Y

3

= (� cos x; sinx;� cos x).

Rie¹enia Y

1

; Y

2

; Y

3

tvoria fundamentálny systém rie¹ení ná¹ho systému. V¹eobecné rie¹enie tohoto

systému mô¾eme zapísa» v tvare:

Y = c

1

Y

1

+ c

2

Y

2

+ c

3

Y

3

;

z ktorého potom rozpisom po zlo¾kách máme:

y

1

= c

1

e

x

+ c

2

sinx� c

3

cos x;

y

2

= �c

1

e

x

+ c

2

cos x+ c

3

sinx;

y

3

= c

2

sinx� c

3

cos x;

kde c

1

; c

2

; c

3

sú µubovoµné reálne èísla. |

Príklad 31. Rie¹me nehomogénny diferenciálny systém:

y

0

1

= y

2

+ x

2

;

y

0

2

= y

1

+ 2e

x

:

Rie¹enie: Homogénny systém je tvaru:

y

0

1

= y

2

,

y

0

2

= y

1

.

Rie¹enie hµadáme v tvare Y = (�

1

e

rx

; �

2

e

rx

), kde �

1

; �

2

sú reálne èísla a r koreò charakteristickej

rovnice tohoto systému. Po dosadení rie¹enia do rovníc systému a úprave máme:

0 = �r�

1

+ �

2

,

0 = �

1

� r�

2

.
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Tento systém algebraických rovníc s neznámymi �

1

; �

2

má nenulové rie¹enie, len keï jeho determinant

je nulový, teda:

r

2

� 1 = 0:

Jeho rie¹ením sú dva reálne korene r

1

= 1; r

2

= �1: Pre ka¾dý z nich vypoèítame neznáme �

1

; �

2

z vy¹¹ie uvedeného algebraického systému. Máme:

Pre r

1

= 1 je �

1

= u; �

2

= u, kde u 2 R. Pre r

2

= �1 je �

1

= u; �

2

= �u, kde u 2 R. Fundamentálny

systém rovníc preto tvoria rie¹enia: (zvolíme u = 1)

Y

1

= (e

x

; e

x

); Y

2

= (�e

�x

; e

�x

):

Nájdeme partikulárne rie¹enie nehomogénneho systému. Máme

D =

�

�

�

�

�

e

x

�e

�x

e

x

e

�x

�

�

�

�

�

D

1

=

�

�

�

�

�

x

2

�e

�x

2e

x

e

�x

�

�

�

�

�

D

2

=

�

�

�

�

�

e

x

x

2

e

x

2e

x

�

�

�

�

�

:

Potom

u

1

= e

x

R

x

2

e

�x

+ 2

2

dx� e

�x

R

2(e

x

)

2

� x

2

e

x

2

dx;

u

2

= e

x

R

x

2

e

�x

+ 2

2

dx+ e

�x

R

2(e

x

)

2

� x

2

e

x

2

dx:

Z toho teda je

U =

��

x�

1

2

�

e

x

� 2x;

�

x+

1

2

�

e

x

� x

2

� 2

�

:

V¹eobecné rie¹enie nehomogénneho systému je teda tvaru:

y

1

= c

1

e

x

� c

2

e

�x

+ (x�

1

2

)e

x

� 2x,

y

2

= c

1

e

x

+ c

2

e

�x

+ (x+

1

2

)e

x

� x

2

� 2,

kde c

1

; c

2

2 R. |

Cvièenia

86. Rie¹te homogénne diferenciálne systémy:

a) y

0

1

= y

1

+ y

2

; b) y

0

1

= y

1

+ 3y

2

;

y

0

2

= 8y

1

� y

2

; y

0

2

= �3y

1

+ y

2

:

87. Rie¹te nehomogénne diferenciálne systémy:

a) y

0

1

= �5y

1

+ 2y

2

+ e

x

; b) y

0

1

= �2y

1

+ 2y

2

;

y

0

2

= y

1

� 6y

2

+ e

2x

; y

0

2

= 2y

1

+ y

2

+ 16xe

x

:

3.8 Numerické metódy rie¹enia zaèiatoèných úloh

3.8.1 Úvod

Z predchádzajúcich kapitol u¾ máme predstavu, ¾e je len veµmi málo diferenciálnych rovníc, ktorých

exaktné rie¹enie vieme nájs». Preto pri hµadaní rie¹enia zaèiatoèných úloh je èasto jedinou mo¾nos»ou
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nájs» numerické rie¹enie. V na¹ich úvahách sa obmedzíme na hµadanie pribli¾ného rie¹enia poèiatoènej

úlohy pre diferenciálnu rovnicu prvého rádu. Túto úlohu mô¾eme vo v¹eobecnosti zapísa» v tvare

y

0

= f(x; y); y(x

0

) = y

0

: (3.32)

V¹etky úvahy a výsledky sa v¹ak dajú roz¹íri» aj pre systémy diferenciálnych rovníc.

Základom, z ktorého vychádza väè¹ina numerických metód rie¹enia zaèiatoèných úloh je diskre-

tizácia premenných. Znamená to, ¾e pribli¾né rie¹enie sa nekon¹truuje ako spojitá funkcia, ale po-

stupne sa pre mno¾inu navzájom rôznych bodov x

0

, (bod, v ktorom je daná zaèiatoèná podmienka),

x

1

; x

2

; : : : hµadajú èísla y

0

(hodnota zaèiatoènej podmienky), y

1

; y

2

; : : :, ktoré aproximujú hodnoty

y(x

0

); y(x

1

); : : : presného rie¹enia v bodoch siete x

0

; x

1

; : : :. Body siete { uzly nemusia by» ekvidis-

tantné to jest vzdialenos» medzi nimi, tzv. krok metódy h

n

= x

n+1

� x

n

mô¾e závisie» na n. Pritom

aproximácia y

n

presného rie¹enia y(x

n

) v bode x

n

sa poèíta z hodnôt pribli¾ného rie¹enia v u¾ vypo-

èítaných uzloch. Týmto metódam hovoríme metódy diskrétnej premennej alebo diferenèné metódy.

Metóda, ktorá k tomuto rie¹eniu pou¾íva rekurentný vz»ah, v ktorom je y

n+1

vyjadrená pomocou

k hodnôt y

n

; y

n�1

; : : : ; y

n+1�k

sa nazýva k-kroková metóda. Ak je k = 1, hovoríme o jednokrokovej

metóde. Vzhµadom na cieµ a rozsah týchto skrípt sa v ïal¹om obmedzíme len na struèný výklad dvoch

najbe¾nej¹ích typov jednokrokových metód.

3.8.2 Eulerova metóda

Je najjednoduch¹ou metódou na hµadanie pribli¾ného rie¹enia Cauchyho úlohy typu (3.32). Postupne

od danej zaèiatoènej dvojice hodnôt x

0

; y

0

, ktoré urèujú zaèiatoènú podmienku úlohy, budeme urèova»

hodnoty

x

1

; y

1

; : : : ; x

n

; y

n

takto: Zvolíme poèiatoèný krok h

0

a hodnota x

1

bude potom x

1

= x

0

+ h

0

. Te-

raz staèí vypoèíta» hodnotu y

1

. Najskôr nájdeme pre hµadanú funkciu y(x) Taylorov polynóm prvého

stupòa v bode x

0

(Taylorov polynóm { viï skriptá 1. diel, èas» 7.7). Keï¾e predpokladáme, ¾e nami

zvolený krok h

0

je malý, máme

y(x

1

) � y(x

0

) + h

0

y

0

(x

0

):

V tejto aproximácii teraz nahradíme hodnotu y

0

(x

0

) hodnotou f(x

0

; y

0

) z pôvodnej rovnice (3.32).

Dostávame:

y(x

1

) � y(x

0

) + h

0

f(x

0

; y

0

):

Na základe tejto úvahy vypoèíme teraz y

1

takto:

y

1

= y

0

+ h

0

f(x

0

; y

0

):

Z vy¹¹ie uvedeného vyplýva, ¾e hodnota y

1

bude aproximova» presnú hodnotu y(x

1

). Tento postup

teraz mo¾eme zopakova» pre x

2

; y

2

atï. Rekurentne dostávame: Ak máme vypoèítané hodnoty x

n

; y

n

pre nejaké n, zvolíme h

n

a potom

x

n+1

= x

n

+ h

n

; y

n+1

= y

n

+ h

n

f(x

n

; y

n

): (3.33)

Pre ekvidistantný krok h to jest h� h

0

= h

1

; : : : ; h

n

; : : : dostávame schému

x

n+1

= x

n

+ h; y

n+1

= y

n

+ hf(x

n

; y

n

): (3.34)

Bude nás zaujíma», s akou presnos»ou sme vypoèítali hodnoty neznámej funkcie y(x) v bodoch

x

1

; : : : ; x

n

, teda aký je rozdiel y(x

n

)� y

n

? (Podrobnej¹ie o pojmoch chyba metódy, chyby zaokrúhµo-

vacie, aproximácia a konvergencia metódy, rád rýchlosti konvergencie metódy viï 1. diel skrípt, èasti
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1.4 a 7.14.) Oznaème teraz d

n

lokálnu diskretizaènú chybu to jest chybu, ktorej sa dopustíme v jednom

kroku výpoètu Eulerovej metódy, to jest chybu, s akou hodnoty presného rie¹enia spåòajú rekurentný

vz»ah:

y(x

n+1

) = y(x

n

) + h

n

f(x

n

; y

n

) + d

n

:

Meradlom, ako presne aproximuje postupnos» hodnôt y

1

; y

2

; : : : ; y

n

presné rie¹enie danej zaèiatoènej

úlohy, je globálna diskretizaèná chyba. Oznaèíme ju e

n

= y(x

n

)� y

n

.

V struènosti povieme, ¾e rád metódy je najväè¹ie prirodzené èíslo p také, ¾e pre danú metódu

aplikovanú na µubovoµnú zaèiatoènú úlohu s dostatoène hladkým rie¹ením (rie¹enie je spojitá funkcia,

ktorá má aj spojité derivácie prvého a prípadne vy¹¹ích rádov) platí pre µubovoµné n a h

n

! 0 odhad

d

n

= O(h

p+1

n

):

(Oznaèenie a = O(h) znamená, ¾e existuje také èíslo C > 0, ¾e a � Ch.) Rád Eulerovej metódy

odvodíme opä» veµmi µahko pou¾itím Taylorovho radu a jeho zvy¹ku. Máme

d

n

= y(x

n+1

)� y(x

n

)� h

n

y

0

(x

n

);

y(x

n+1

) = y(x

n

)� h

n

y

0

(x

n

) +

1

2

h

2

n

y

00

( ); pre  2 (x

n

; x

n+1

):

Preto

d

n

=

1

2

h

2

n

y

00

( ):

Ak je y

00

ohranièená, potom

d

n

= O(h

2

n

)

a teda Eulerova metóda je prvého rádu. Rie¹enie musí by» ale dostatoène hladká funkcia, inak sa rád

metódy zní¾i. Odvodíme teraz globálnu chybu Eulerovej metódy pre prípad ekvidistantného kroku, to

jest h := h

0

= h

1

= : : : = h

n

: : :. Odèítame rovnice algoritmu Eulerovej metódy a lokálnej chyby:

y

n+1

= y

n

+ hf(x

n

; y

n

);

y(x

n+1

) = y(x

n

) + hf(x

n

; y

n

) + d

n

.

Máme

e

n+1

= e

n

+ h (f(x

n

; y(x

n

))� f(x

n

; y

n

)) + d

n

:

Ku globálnej chybe sa tak v ka¾dom kroku pripoèíta lokálna diskretizaèná chyba, a preto sa v

globálnej chybe e

n+1

prejavia nepresnosti minulých diskretizaèných krokov. V prípade, ¾e funkcia f je

len funkciou premennej x a teda nezávisí na y(x), ihneï dostávame

e

N

=

P

N�1

n=0

d

n

.

Keï¾e u¾ z vy¹¹ie uvedeného vieme, ¾e lokálna chyba je typu O(h

2

) a x

N

� x

0

= Nh, teda

N =

x

N

�x

0

h

, dostávame

e

N

= O(h),

èi¾e globálna diskretizaèná chyba je men¹ia ako Ch pre nejaké reálne èíslo C > 0.

Nakoniec si e¹te struène povieme nieèo o vplyve zaokrúhµovacích chýb (podrobnej¹ie viï 1. diel,

kapitola 1.3, 1.4).
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Nech " je maximálna zaokrúhµovacia chyba v jednom kroku Eulerovej metódy. Oznaèili sme y

n

skutoèné pribli¾né rie¹enie a teraz oznaème �y

n

pribli¾né rie¹enie, ktoré skutoène vypoèítame a ktoré

sa od rie¹enia y

n

lí¹i vplyvom zaokrúhµovacích chýb. Takéto rie¹enie potom spåòa pre ekvidistantný

krok rovnicu

�y

n+1

= �y

n

+ hf(x

n

; �y

n

) + "; n = 0; 1; : : :

Celková chyba vzniknutá zaokrúhµovaním bude teda N", kde N je posledný krok, ktorý sme vypoèí

tali. Z veµkosti N ktorú sme odvodili vy¹¹ie, vidíme ¾e celková zaokrúhµovacia chyba bude

"(x

N

�x

0

)

h

.

Preto celková chyba výpoètu v bode x

N

bude súètom globálnej diskretizaènej chyby (chyby metódy)

a globálnej zaokrúhµovacej chyby:

jy(x

N

)� �y

N

j � Ch+

"(x

N

�x

0

)

h

:= g(h).

Funkcia g bude minimálna pre h =

�

"(x

N

�x

0

)

C

�

1

2

. Teda chyba bude minimálna pre isté h

opt

. Ïal¹ím

zmen¹ovaním h nám budú narasta» zaokrúhµovacie chyby ( kroky budú men¹ie, a preto ich bude viac).

Ak zvolíme h vaè¹ie ako je h

opt

bude zas prevláda» chyba diskretizaèná. Tento jav je typický aj pre

iné diferenèné metódy.

Poznámka. Na princípe aproximácie funkcie Taylorovým polynómom sú zalo¾ené aj iné metódy.

Voláme ich metódy Taylorovho typu. Tieto mô¾u by» aj vy¹¹ích rádov ako je Eulerova metóda, na

druhej strane zas treba poèíta» aj derivácie danej funkcie. Tieto metódy sú preto presnej¹ie, ako je

Eulerova, ale sú aj omnoho prácnej¹ie.

Príklad 32. Máme Cauchyho úlohu

y

0

= �x+ 2; y(1) = 0:

Rie¹me túto úlohu na intervale h1; 2i s krokom h = 0; 25. Vypoèítané hodnoty porovnajme s hodnotami

analytického rie¹enia.

Rie¹enie: Táto úloha má práve jedno rie¹enie, ktoré mô¾me nájs» hneï priamou integráciou

rovnice a dosadením zaèiatoènej podmienky. Dostávame:

y(x) = �

x

2

2

+ 2x�

3

2

:

Teraz vypoèítame pribli¾né rie¹enie pomocou Eulerovej metódy. Keï¾e h = 0; 25, a x

0

= 1; y

0

= 0,

rie¹enie budeme hµada» v bodoch

x

1

= 1; 25; x

2

= 1; 5; x

3

= 1; 75; x

4

= 2:

Podµa vzorca (3.34) máme

y

i+1

= y

i

+ 0; 25(�x

i

+ 2); i = 0; 1; 2; 3:

Výsledky zapí¹eme do tabuµky:

i x

i

y(x

i

) y

i

0 1,000 0,000 0,000

1 1,250 0,218 0,250

2 1,500 0,375 0,438

3 1,750 0,468 0,562

4 2,000 0,500 0,625
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3.8.3 Metódy typu Runge-Kutta

Tieto metódy sú veµmi univerzálne a v technickej praxi u¾itoèné. Tie¾ sú v podstate zalo¾ené na

Taylorovom rozvoji funkcie, ale nepriamo tak, aby sme nemuseli urèova» hodnoty derivácií funkcie

{ tieto sa aproximujú výpoètom samotnej funkcie vo vhodne zvolených strategických bodoch. Ich

v¹eobecná schéma je tvaru

y

n+1

= y

n

+

r

X

i=1

�

i

k

i

; n = 0; 1; : : : ;

kde

k

1

= f(x

n

; y

n

); k

i

= f(x

n

+ �

i

h

n

; y

n

+ �

i

h

n

k

i�1

); i = 1; : : : r

a �

i

; �

i

; �

i

sú vhodne vybraté kon¹tanty. V struènosti si uvedieme len najznámej¹ie metódy. Rád

konvergencie ani veµkos» chyby odvádza» nebudeme.

Metódy 2. rádu

� r = 2, �

1

= 0, �

2

= 1, �

2

= �

2

=

1

2

Dostávame k

1

= f(x

n

; y

n

); k

2

= f(x

n

+

h

n

2

; y

n

+

h

n

2

k

1

),

y

n+1

= y

n

+ h

n

k

2

. (Modi�kovaná Eulerova metóda).

� r = 2, �

1

= �

2

=

1

2

, �

2

= �

2

= 1.

Dostávame k

1

= f(x

n

; y

n

); k

2

= f(x

n+1

; y

n

+ h

n

k

1

)

y

n+1

= y

n

+ h

n

k

1

+k

2

2

,

(Heunova metóda).

Metódy 4. rádu

Uvedieme aspoò najpou¾ívanej¹iu z nich:

r = 4, k

1

= f(x

n

; y

n

); k

2

= f(x

n

+

h

n

2

; y

n

+

h

n

2

k

1

),

k

3

= f(x

n

+

h

n

2

; y

n

+

h

n

2

k

2

); k

4

= f(x

n+1

; y

n

+ h

n

k

3

),

y

n+1

= y

n

+ h

n

k

1

+2k

2

+2k

3

+k

4

6

.

Príklad 33. Máme Cauchyho úlohu ako v predchádzajúcom príklade. Rie¹me túto úlohu na in-

tervale h1; 2i s krokom h = 0; 25 modi�kovanou Eulerovou metódou. Vypoèítané hodnoty zapí¹eme do

tabuµky.

Rie¹enie: Rie¹enie budeme opä» hµada» v bodoch

x

1

= 1;25; x

2

= 1;5; x

3

= 1;75; x

4

= 2:

Pre modi�kovanú Eulerovu metódu v tomto prípade, keï¾e pravá strana nezávisí od y, nebudeme

potrebova» urèova» k

1

. Máme

x

1

= 1;25; k

2

= �1;0�

0;25

2

+ 2 = 0;875; y

1

= 0 + 0;25 � 0;875 = 0;21875

x

2

= 1;50; k

2

= �1;25�

0;25

2

+ 2;0) = 0;625;

y

2

= 0;21875 + 0;25 � 0;625 = 0;375

x

3

= 1;75; k

2

= �1;5�

0;25

2

+ 2 = 0;375; y

3

= 0;375 + 0;25 � 0;375 = 0;46875
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x

4

= 2;00; k

2

= �1;75�

0;25

2

+ 2 = 0;125; y

1

= 0;46875 + 0;25 � 0;125 = 0;5

Teda

i x

i

y(x

i

) y

i

{ mod. Euler

0 1,000 0,000 0,000

1 1,250 0,218 0,219

2 1,500 0,375 0,375

3 1,750 0,468 0,469

4 2,000 0,500 0,500

Príklad 34. Urème rie¹enie diferenciálnej rovnice so zaèiatoènou podmienkou:

y

0

= y

2

; y(0) = �4;

Eulerovou metódou, modi�kovanou Eulerovou metódou, Heunovou metódou a Runge-Kuttovou metó-

dou 4. rádu na intervale h0;1i s krokom h = 0;1: Hodnoty pribli¾ných rie¹ení porovnajme s analytickým

rie¹ením.

Rie¹enie: Z vlastnosti pravej strany vieme, ¾e existuje práve jedno rie¹enie tejto Cauchyho úlohy.

Toto rie¹enie je tvaru

y = �

1

x+ 0;25

a dostaneme ho pou¾itím metódy separácie premenných.

Keï¾e krok metódy je ekvidistantný h = 0;1, rie¹enie hµadáme v bodoch

x

i

= 0;1 � i; i = 1;2; : : : ; 10:

Pre hodnoty y

i

; i = 1;2; : : : ; 10 dostávame pre jednotlivé schémy vzhµadom na pevný krok a tvar

pravej strany vzorce:

Eulerova metóda:

y

i+1

= y

i

+ hy

2

i

; i = 1;2; : : : ; 10;

modi�kovaná Eulerova metóda:

y

i+1

= y

i

+ h(y

i

+ 0;5hy

2

i

)

2

; i = 1;2; : : : ; 10;

Heunova metóda:

y

i+1

= y

i

+ 0;5h(y

2

i

+ (y

i

+ hy

i

)

2

)

2

); i = 1;2; : : : ; 10;

metóda Runge-Kutta 4. rádu:

y

i+1

= y

i

+

h

6

(k

1

+ 2k

2

+ 2k

3

+ k

4

);

kde

k

1

= y

2

i

; k

2

=

�

y

i

+

h

2

k

1

�

2

;
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k

3

=

�

y

i

+

h

2

k

2

�

2

; k

4

= (y

i

+ hk

3

)

2

; i = 1;2; : : : ; 10:

Výsledky zapí¹eme do tabuµky:

i x

i

y(x

i

) y

i

{ Euler y

i

{ mod. Euler y

i

{ Heun y

i

{ R-K

0 0,000 -4,00000 -4,000 -4,000 -4,000 -4,000

1 0,100 -2,85714 -2,400 -2,976 -2,912 -2,85734

2 0,200 -2,22222 -1,824 -2,3343 -2,275 -2,2224

3 0,300 -1,81818 -1,149 -1,90918 -1,86179 -1,81832

4 0,400 -1,53846 -1,2689 -1,61095 -1,57369 -1,53857

5 0,500 -1,33333 -1,10789 -1,39156 -1,36195 -1,33342

6 0,600 -1,17647 -0,98515 -1,22392 -1,2 -1,17654

7 0,700 -1,05263 -0,88809 -1,0919 -1,07224 -1,05269

8 0,800 -0,95238 -0,80923 -0,98534 -0,96894 -0,95243

9 0,900 -0,86956 -0,74374 -0,89758 -0,88371 -0,8696

10 1,000 -0,8 -0,68843 -0,82408 -0,81221 -0,80003

Cvièenia

88. Vypoèítajte pribli¾né rie¹enie Cauchyho úlohy

y

0

=

y

2

+ 1

xy

; y(1) = 2;

ak jeho presné rie¹enie je funkcia y(x) =

p

5x

2

� 1. Pou¾ite v¹etky vy¹¹ie uvedené pribli¾né metódy a

výsledky porovnajte.

Výsledky cvièení

1. a) áno, b) áno, c) áno, d) áno, e) áno.

2. a) áno, b) áno, c) nie , d) áno, e) nie, f) áno.

3. a) y

0

= �

y

x

; b) y

0

+

y

x

= 2; c) y

00

= 0; d) y

0

� y = 0:

4. mv

0

= �kv

2

; kde m je hmotnos», v je rýchlos» a k je kon¹tanta úmernosti.

5. y = x

2

.

6.

2

p

h

k

,kde k je kon¹tanta úmernosti.

7. a) rovnobe¾ky s osou y, b) y = �

x

c

; c 2 R� f0g, c) y = cx,

d) y =

c�2

c

x; c 6= 0,

e) kru¾nice so stredom v poèiatku, f) y = cos x� c; c 2 R:

8. y = � ln

10

(c� 10

x

); c 2 R

9. y = (3x� 3x

2

+ 3c)

1

3

; c 2 R

10. y =

c�x

1+cx

11. y =

q

1� (

3

2

�

p

1� x

2

)

2

12. x

2

(1 + y

2

) = c; c 2 R

13. y = � ln(1� ce

x

); 1� ce

x

> 0
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14. y = � ln(c� e

x

); c� e

x

> 0

15. y = ce

�x

�2

; c 2 R

16. y =

2�ce

x

1�ce

x

; 1� ce

x

6= 0

17. y =

p

ln(c(1 + e

x

))

2

; c 2 R

18. y = ce

1

x

; c 2 R

19. y = sinx+

cos x�1

1+x

20. 2(x

3

� y

3

) + 3(x

2

� y

2

) + 5 = 0

21. y = arcsin(

1

2

sinx)

22. y = ln(e� 1 + e

x

)

23. y =

c

cos x

; c 2 R

24. y = ce

�x cosx

; c 2 R

25. y = ce

1

x

; c 2 R

26. y =

x

3

�

1

9

+ ce

�3x

; c 2 R

27. y =

c�ln jxj

x

; c 2 R

28. y =

x

3

4

+

c

x

; c 2 R

29. y =

c

x+1

+

sin x

x+1

� cosx; c 2 R

30. y = ce

� arctg x

+ arctg x� 1; c 2 R

31. y = 1 + c cos

2

x; c 2 R

32. y = � lnx+ c(lnx)

2

; c 2 R

33. y = e

x

2

+ ce

x

2

2

; c 2 R

34. y =

p

1� x

2

(

(arcsin x)

2

2

�

p

1� x

2

+ c) c 2 R

35. y = x(sinx+ c); c 2 R

36. y = (

x

2

2

+ c)e

�x

2

; c 2 R

37. y = 1

38. y =

1

2

(cos x+ sinx+ e

�x

)

39. y =

a(x�1)

x

n

40. y =

x

2 sin x

�

cosx

2

+ (1�

�

4

)

1

sin x

41. y = e

� arcsin x

+ arcsinx� 1

42. y =

x

2

lnx

2

43. y = � cos x

44. y = c

1

e

2x

+ c

2

e

�x

; c

1

; c

2

2 R

45. y = c

1

cos 5x+ c

2

sin 5x; c

1

; c

2

2 R

46. y = c

1

+ c

2

e

x

; c

1

; c

2

2 R

47. y = c

1

e

2x

+ c

2

xe

2x

; c

1

; c

2

2 R

48. y = c

1

e

6x

+ c

2

e

x

; c

1

; c

2

2 R

49. y = c

1

e

�2x

+ c

2

e

x

; c

1

; c

2

2 R

50. y = c

1

cos x+ c

2

sinx; c

1

; c

2

2 R

51. y = c

1

e

(1+

p

2)x

+ c

2

e

(1�

p

2)x

; c

1

; c

2

2 R

52. x = c

1

e

5

2

t

+ c

2

te

5

2

t

; c

1

; c

2

2 R

53. y = e

2x

(c

1

cos 3x+ c

2

sin 3x); c

1

; c

2

2 R

54. y = xe

5x

55. y = �

1

3

e

x

cos 3x

56. y =

5

3

�

2

3

e

�3x

57. y = 4 cos 2x� 3 sin 2x

58. y = 4e

�2

p

3x

59. y = �9 cos

4

3

x+ 9

3

8

sin

4

3

x
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60. y =

5 sin x+7 cosx

74

+ c

1

e

6x

+ c

2

e

x

; c

1

; c

2

2 R

61. y = e

�x

(c

1

cos 2x+ c

2

sin 2x)�

1

2

cos 2x� 2 sin 2x; c

1

; c

2

2 R

62. y = e

x

+ c

1

e

�x

+ c

2

e

x

2

; c

1

; c

2

2 R

63. y =

e

x

a

2

+1

+ c

1

cos ax+ c

2

sinax; c

1

; c

2

2 R

64. y = e

3x

(c

1

+ c

2

x) +

2

9

x

2

+

5

27

x+

11

27

; c

1

; c

2

2 R

65. y = c

1

e

x

+ c

2

e

�5x

�

1

5

; c

1

; c

2

2 R

66. y = c

1

e

2x

+ c

2

xe

2x

+

e

�x

9

; c

1

; c

2

2 R

67. y = c

1

e

2x

+ c

2

xe

2x

+

3

2

x

2

e

2x

; c

1

; c

2

2 R

68. y = c

1

e

2x

+ c

2

xe

2x

+

x

2

+

1

2

+

1

4

cos 2x; c

1

; c

2

2 R

69. y = c

1

e

2x

+ c

2

xe

2x

+ 2x

2

+ 4x+ 3 + 4x

2

e

2x

+ cos 2x; c

1

; c

2

2 R

70. y = c

1

cos x+ c

2

sinx+ 2x

3

� 13x+ 2; c

1

; c

2

2 R

71. y = c

1

cos x+ c

2

sinx+ cos 3x; c

1

; c

2

2 R

72. y = c

1

cos x+ c

2

sinx+

1

2

x sinx; c

1

; c

2

2 R

73. y = c

1

cos x+ c

2

sinx�

1

2

x cos x� e

�x

; c

1

; c

2

2 R

74. �(t) = 2e

�2t

� 2e

�3t

; �

max

= �(ln

3

2

) =

8

27

75. y(t) = 27 + 36e

�

t

6

, rýchlos» ochladzovania klesne pod 1 stupeò asi za 11 minút, teleso bude ma»

teplotu 33 stupòov

76. y(x) = 2� 4 sin 3x, y

min

= �2; y = 0 pre x =

�

18

+

2

3

k� alebo x =

5�

18

+

2

3

k�; k je celé.

77. a) x(t) = 3 cos 2t+ 3 sin 2t,

b) x(

3�

4

) = �3; x

0

(

3�

4

) = 6 ,

c) t � 1:178

78. y = c

1

+ c

2

x+ c

3

e

x

+ c

4

xe

x

; c

1

; c

2

; c

3

; c

4

2 R

79. y = e

a

p

2

2

(c

1

cos a

p

2

2

+ c

2

sina

p

2

2

) + e

�a

p

2

2

(c

1

cos a

p

2

2

+ c

2

sina

p

2

2

)

c

1

; c

2

; c

3

; c

4

2 R

80. y = c

1

+ c

2

e

x

+ c

3

xe

x

; c

1

; c

2

; c

3

2 R

81. y = x

2

ln

p

x+ c

1

x

2

+ c

2

x+ c

3

; c

1

; c

2

; c

3

2 R

82. y = �

1

8

sin 2x+ c

1

x

2

+ c

2

x+ c

3

; c

1

; c

2

; c

3

2 R

83. y = c

1

e

x

+ c

2

e

�x

+ (e

x

� e

�x

) ln je

x

� 1j � xe

x

+ e

�x

� 1; c

1

; c

2

2 R

84. y = c

1

e

x

+ c

2

xe

x

+ x ln jxj c

1

; c

2

2 R

85. y = e

�x

(c

1

+ c

2

x+

x

2

2

)� 1 c

1

; c

2

2 R

86. a) y

1

(x) = c

1

e

3x

+ c

2

e

�3x

;

y

2

= 2c

1

e

3x

� 4c

2

e

�3x

; c

1

; c

2

2 R

b) y

1

(x) = e

x

(c

1

cos 3x+ c

2

sin 3x);

y

2

(x) = e

x

(�c

1

sin 3x+ c

2

cos 3x); c

1

; c

2

2 R

87. a) y

1

(x) = �

e

x

36

�

11

54

e

2x

+ c

1

e

�7x

+ c

2

e

4x

;

y

2

(x) = �

11

36

e

x

�

8

27

e

2x

� c

1

e

�7x

+ 2c

2

e

4x

; c

1

; c

2

2 R

b) y

1

(x) = c

1

e

2x

� 2c

2

e

�3x

� e

x

(8x+ 6);

y

2

(x) = 2c

1

e

2x

+ c

2

e

�3x

� e

x

(12x + 13); c

1

; c

2

2 R
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Kapitola 4

Diferenciálny poèet funkcií viac

premenných

4.1 Funkcie dvoch a viac premenných

4.1.1 Základné pojmy

Nech R

2

oznaèuje mno¾inu v¹etkých usporiadaných dvojíc reálnych èísiel. Intuitívne, pod funkciou

dvoch premenných rozumieme priradenie f , ktoré ka¾dej dvojici reálnych èísiel (x; y) z istej podmno¾iny

M � R

2

priradí reálne èíslo f(x; y). Najväè¹ia (vzhµadom na inklúziu) podmno¾inaD � R

2

, pre ktorú

je priradenie (x; y) 7! f(x; y) korektne matematicky de�nované, sa nazýva obor de�nície funkcie

f .

1

V prípade funkcií dvoch premenných je prirodzené znázoròova» obory de�nície v rovine, a to

v pravouhlej súradnicovej sústave s osami o

x

, o

y

.

Príklad 1. Nájdite a znázornite de�nièný obor funkcie

f(x; y) =

x ln y

p

4� x

2

� y

2

:

Rie¹enie: Uvedený výraz má zmysel len pre tie dvojice (x; y), pre ktoré je y > 0 (preto¾e funkcia

ln je de�novaná len pre kladné èísla) a 4 � x

2

� y

2

> 0 (preto¾e druhá odmocnina je de�novaná len

pre nezáporné èísla a navy¹e sa vyskytuje v menovateli). De�nièný obor funkcie f je teda mno¾ina

D = f(x; y); x

2

+ y

2

< 4; y > 0g :

V rovine xy mno¾ine D zodpovedá vnútraj¹ok polkruhu nad osou x so stredom v poèiatku a s polo-

merom 2; pozri Obr. 1. |

Príklad 2. Nájdite obor de�nície funkcie g(x; y) = xy�

p

x

4

� 16y

4

a uká¾te, ¾e pre ka¾dé reálne

èíslo t platí identita g(tx; ty) = t

2

g(x; y).

Rie¹enie: Daná funkcia je de�novaná pre v¹etky dvojice (x; y) také, ¾e x

4

� 16y

4

(preto¾e druhá

odmocnina je de�novaná len pre nezáporné èísla). Uvedená nerovnos» je po dvojnásobnom odmocnení

ekvivalentná s nerovnos»ou jxj � 2jyj, a preto de�nièný obor D funkcie g je

D = f(x; y); jxj � 2jyjg :

1

De�nièný obor funkcie mô¾e by» urèený aj explicitne na nejakom zú¾ení spomínanej mno¾iny.
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Obr. 4.1: D(f)

V rovine xy je táto mno¾ina znázornená dvoma

"

výsekmi\ ohranièenými priamkami y = x=2 a y =

�x=2 tak, ako to vidíme na Obr. 2.

Pre dôkaz uvedenej identity staèí do vzorèeka pre g(x; y) dosadi» tx namiesto x, ty namiesto y, a

poèíta»:

g(tx; ty) = (tx)(ty)�

q

(tx)

4

� 16(ty)

4

= t

2

(xy �

q

x

4

� 16y

4

) = t

2

g(x; y) :

|

������
������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������
������
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x

y

Obr. 4.2: D(g)

Mno¾ina bodov (x; y) v rovine, v ktorých má funkcia f(x; y) kon¹tantnú hodnotu f(x; y) = c pre

niektoré reálne èíslo c, tvorí krivku nazývanú vrstevnica funkcie f prislúchajúca vý¹ke c.

Príklad 3. V rovine xy znázornime vrstevnice funkcie h(x; y) = 4�4x

2

�y

2

prislúchajúce vý¹kam

1, 2, a 3.

Rie¹enie: Pre µubovoµné c je vrstevnica funkcie h urèená rovnicou 4�4x

2

�y

2

= c, èi¾e 4x

2

+y

2

=

4� c. Z tohoto vidie», ¾e netriviálne rie¹enie dostávame len v prípade, keï c < 4 (preèo?). Vydelením



4.1. FUNKCIE DVOCH A VIAC PREMENNÝCH 127

poslednej rovnice kladným èíslom 4� c dostávame

4

4� c

x

2

+

1

4� c

y

2

= 1 ;

a toto je rovnica elipsy so stredom v bode [0; 0] a s poloosami a =

1

2

p

4� c, b =

p

4� c. Hµadané

vrstevnice sú teda elipsy; postupným dosadením hodnôt c = 1; 2; 3 pre ich poloosi máme:

pre c = 1 : a

1

=

1

2

p

3; b

1

=

p

3 ;

pre c = 2 : a

2

=

1

2

p

2; b

2

=

p

2 ;

pre c = 3 : a

3

=

1

2

; b

3

= 1 ;

Pre znázornenie týchto vrstevníc pozri Obr. 3. |

x

y

c=1

c=2

c=3

Obr. 4.3: Vrstevnice

Podobné úlohy sa vyskytujú aj pre funkcie troch premenných f(x; y; z), resp. v¹eobecnej¹ie pre

funkcie n premenných f(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

). De�nièné obory funkcií troch premenných je u¾ »a¾¹ie znázor-

ni»; robíme to pomocou projekcie trojrozmerného priestoru so súradnicami x; y; z do roviny. Pre dané

c mno¾ina bodov (x; y; z) spåòajúca rovnos» f(x; y; z) = c tentoraz bude (a¾ na degenerované prípady)

plocha v priestore, ktorú nazývame vrstvovou plochou prislúchajúcou kon¹tante c. Pri funkciách n � 4

premenných de�nièné obory neznázoròujeme a o príslu¹ných

"

viacrozmerných vrstvových plochách\

nebudeme v týchto skriptách hovori».

Príklad 4. Urète obor de�nície funkcie k(x; y; z) = ln (9� x

2

� y

2

� z

2

) a opí¹te vrstvovú plochu

zodpovedajúcu kon¹tante c = ln5.

Rie¹enie: Keï¾e prirodzený logaritmus je de�novaný len pre kladné èísla, daná funkcia je de�-

novaná len pre tie trojice reálnych èísiel (x; y; z), pre ktoré je 9� x

2

� y

2

� z

2

> 0. De�nièný obor D

funkcie k(x; y; z) je teda mno¾ina

D = f(x; y; z); x

2

+ y

2

+ z

2

< 9g :
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V trojrozmernom priestore mno¾ine D zodpovedá vnútraj¹ok gule so stredom v poèiatku a polo-

merom

p

9 = 3. Vrstvová plocha prislúchajúca kon¹tante c = ln5 má rovnicu k(x; y; z) = c, teda

ln (9� x

2

� y

2

� z

2

) = ln 5, odkiaµ po úprave máme 9� x

2

� y

2

� z

2

= 5 a napokon x

2

+ y

2

+ z

2

= 4,

èo je sféra (guµová plocha) so stredom v poèiatku a polomerom 2. |

Na uká¾ku uvádzame èasti grafov (t.j. plôch) urèených rovnicou z = f(x; y) pre niektoré funkcie

f (pozri obrázky 4.4 a¾ 4.9); na generovanie obrázkov bol pou¾itý program Mathematica.
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Obr. 4.4: z = 4x

2
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2
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Obr. 4.5: z = xy

4.1.2 Limita funkcie dvoch a viac premenných

Pojem limity funkcie dvoch premenných je omnoho komplikovanej¹í v porovnaní s pojmom limity

funkcie jednej premennej. Intuitívne, ak hodnoty funkcie f(x; y) le¾ia

"

dostatoène blízko\ èísla L pre

v¹etky body (x; y)

"

blízke\ ale nie rovné bodu (x

0

; y

0

), tak hovoríme, ¾e L je limitou funkcie f v bode

(x

0

; y

0

). Pre matematicky presnú de�níciu potrebujeme zavies» dva pojmy. Pripomeòme najprv, ¾e pri

funkciách jednej premennej sme pod (jednorozmerným) okolím bodu b (prièom b je buï reálne èíslo

alebo jeden zo symbolov +1, �1) rozumeli µubovoµný otvorený interval obsahujúci b, resp. µubovoµný

interval tvaru (a;+1) alebo (�1; a) ak b = �1. V dvojrozmernom prípade, ak hovoríme o bode
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Obr. 4.6: z = e
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Obr. 4.7: z = cos(
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Obr. 4.9: z = e

�y

sinx

(x

0

; y

0

), máme v¾dy na mysli, ¾e obe súradnice x

0

a y

0

sú reálne èísla. A teraz k ohláseným novým

pojmom: Pre µubovoµné èíslo � > 0 pod �-okolím bodu (x

0

; y

0

) rozumieme mno¾inu

O

�

(x

0

; y

0

) = f(x; y); (x� x

0

)

2

+ (y � y

0

)

2

< �

2

g :

Inak povedané, �-okolie O

�

(x

0

; y

0

) je vnútraj¹ok kruhu so stredom v bode (x

0

; y

0

) a polomerom �.

Ïalej, bod (x

0

; y

0

) nazveme hromadným bodom nejakej mno¾iny M , ak ka¾dé �-okolie bodu (x

0

; y

0

)

obsahuje aspoò jeden bod mno¾iny M rôzny od (x

0

; y

0

).

De�nícia limity funkcie dvoch premenných. Nech D je obor de�nície funkcie f(x; y) a nech

bod (x

0

; y

0

) je hromadným bodom mno¾iny D. Hovoríme, ¾e funkcia f(x; y) má v bode (x

0

; y

0

) limitu

rovnú bodu L, èo symbolicky zapisujeme v tvare

lim

(x;y)!(x

0

;y

0

)

f(x; y) = L ;

ak ku ka¾dému (jednorozmernému) okoliu O(L) bodu L existuje nejaké �-okolie O

�

(x

0

; y

0

) bodu

(x

0

; y

0

) tak, ¾e pre ka¾dý bod (x; y) 2 O

�

(x

0

; y

0

) \D rôzny od (x

0

; y

0

) platí, ¾e f(x; y) 2 O(L).

De�nícia pojmu spojitosti. Nech f(x; y) je funkcia dvoch premenných s oborom de�nície D

a nech bod (x

0

; y

0

) 2 D je hromadným bodom mno¾iny D. Hovoríme, ¾e funkcia f(x; y) je spojitá

v bode (x

0

; y

0

), ak

lim

(x;y)!(x

0

;y

0

)

f(x; y) = f(x

0

; y

0

) ;

t.j. ak limitu mo¾no vypoèíta» jednoduchým dosadením. Ak f(x; y) je spojitá v ka¾dom bode nejakej

podmno¾iny M � D, tak hovoríme, ¾e funkcia f(x; y) je spojitá na mno¾ine M .

Pri výpoète limít funkcií dvoch premenných pou¾ívame pravidlá, ktoré u¾ poznáme z jednoroz-

merného prípadu. Ak

lim

(x;y)!(x

0

;y

0

)

f(x; y) = L

1

a lim

(x;y)!(x

0

;y

0

)

g(x; y) = L

2

;
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tak (za predpokladu, ¾e výrazy na pravých stranách sú prípustné) platí:

lim

(x;y)!(x

0

;y

0

)

c:f(x; y) = c:L

1

;

lim

(x;y)!(x

0

;y

0

)

(f(x; y)� g(x; y)) = L

1

� L

2

;

lim

(x;y)!(x

0

;y

0

)

f(x; y):g(x; y) = L

1

:L

2

;

lim

(x;y)!(x

0

;y

0

)

f(x; y)

g(x; y)

=

L

1

L

2

:

Èasto je pri výpoètoch potrebné pou¾íva» algebraické triky, s ktorými ste sa u¾ stretli pri funkciách

jednej premennej. Vo �nálnej fáze výpoètu sa obvykle opierame o nasledujúce princíp (taktie¾ známy

z jednorozmerného prípadu):

Ka¾dá elementárna funkcia dvoch premenných (t.j. funkcia vytvorená z koneèného poètu poly-

nómov, goniometrických, exponenciálnych funkcií a k nim inverzných funkcií pou¾itím algebraických

operácií a operácie skladania funkcií) je automaticky spojitá v ka¾dom hromadnom bode svojho de�-

nièného oboru.

Príklad 1. Vypoèítajme hodnotu limity

lim

(x;y)!(4;�1)

2x� y � 9

p

2x� y � 3

:

Rie¹enie: Hoci funkcia za znakom limity nie je v bode (4;�1) de�novaná, tento bod je hromadným

bodom jej de�nièného oboru (preèo?). Pri výpoète si pomô¾eme roz¹írením èitateµa aj menovateµa

výrazom (

p

2x� y + 3), a po úprave napokon dostaneme limitu z elementárnej funkcie, ktorú podµa

vy¹¹ie uvedeného princípu vypoèítame jednoducho dosadením:

lim

(x;y)!(4;�1)

2x� y � 9

p

2x� y � 3

= lim

(x;y)!(4;�1)

(2x� y � 9)(

p

2x� y + 3)

(

p

2x� y � 3)(

p

2x� y + 3)

=

= lim

(x;y)!(4;�1)

(2x� y � 9)(

p

2x� y + 3)

2x� y � 9

= lim

(x;y)!(4;�1)

(

p

2x� y + 3) = 6 :

|

Komplikovanos» pojmu limity funkcie dvoch premenných tkvie aj v tom, ¾e k bodu (x

0

; y

0

) je mo¾né

"

pribli¾ova» sa\ bodmi (x; y) po rôznych krivkách (na rozdiel od jednorozmerných limít, kde sme sa

k danému bodu mohli blí¾i» len zµava alebo sprava). Toto pozorovanie sa v kombinácii s de�níciou

limity èasto vyu¾íva na dôkaz neexistencie limity funkcie f(x; y) v bode (x

0

; y

0

).

Postaèujúca podmienka neexistencie limity. Ak sa nám podarí nájs» dve krivky y = r(x)

a y = s(x) tak, ¾e lim

x!x

0

r(x) = lim

x!x

0

s(x) = y

0

(t.j. obe krivky sa

"

blí¾ia\ k bodu (x

0

; y

0

)),

a pritom hodnoty jednorozmerných limít lim

x!x

0

f(x; r(x)) a lim

x!x

0

f(x; s(x)) nie sú toto¾né (èi¾e

funkèné hodnoty f(x; y) sa pozdå¾ kriviek y = r(x) a y = s(x)

"

blí¾ia\ k rôznym bodom), tak potom

funkcia f(x; y) nemá v bode (x

0

; y

0

) limitu.

Príklad 2. Uká¾me, ¾e neexistuje limita

lim

(x;y)!(0;0)

arctan

y

x

:
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Rie¹enie: Pokúsme sa

"

realizova» pribli¾ovanie\ ku bodu (0; 0) po dvoch polpriamkach y = k

1

x

a y = k

2

x, kde k

1

6= k

2

a x > 0. Ak x! 0 po prvej polpriamke, tak dosadením y = k

1

x do pôvodnej

limity dostaneme:

lim

x!0

arctan

k

1

x

x

= lim

x!0

arctan k

1

= arctan k

1

:

Podobne pre

"

pohyb\ po druhej polpriamke y = k

2

x k bodu (0; 0) máme:

lim

x!0

arctan

k

2

x

x

= lim

x!0

arctan k

2

= arctan k

2

:

Keï¾e arctan je funkcia rastúca a teda prostá, pre k

1

6= k

2

je arctan k

1

6= arctan k

2

. Na¹li sme teda dve

krivky (v na¹om prípade polpriamky), pozdå¾ ktorých sa hodnoty funkcie arctan

y

x

"

blí¾ia\ k rôznym

èíslam, a preto daná limita neexistuje. |

Príklad 3. Presvedème sa, ¾e neexistuje limita

lim

(x;y)!(0;0)

x

4

x

4

+ y

2

:

Rie¹enie: Vzhµadom na tvar na¹ej funkcie tentoraz za krivky

"

pribli¾ovania sa\ k bodu (0; 0)

zvolíme dve paraboly, y = k

1

x

2

a y = k

2

x

2

, prièom, povedzme, k

1

> k

2

> 0. Ak sa teraz bod (x; y)

"

blí¾i\ k (0; 0) po prvej parabole, dostávame z pôvodnej limity dosadením y = k

1

x

2

a úpravou hodnotu

lim

x!0

x

4

x

4

+ (k

1

x

2

)

2

= lim

x!0

1

1 + k

2

1

=

1

1 + k

2

1

:

Analogicky, výpoèet pre druhú parabolu dáva:

lim

x!0

x

4

x

4

+ (k

2

x

2

)

2

= lim

x!0

1

1 + k

2

2

=

1

1 + k

2

2

:

Keï¾e sme získali dve rôzne hodnoty limít pozdå¾ dvoch rôznych kriviek, pôvodná limita neexistuje. |

Pojem limity a spojitosti funkcií troch a viac premenných je mo¾né zavies» obdobne, a pravidlá

zaobchádzania s limitami sú analogické pravidlám pre funkcie dvoch premenných.

4.2 Parciálne derivácie a diferencovateµnos»

4.2.1 Parciálne derivácie

Nech z = f(x; y) je funkcia dvoch premenných s oborom de�nície D a nech (x

0

; y

0

) 2 D. Predstavme

si, ¾e graf tejto funkcie máme znázornený ako plochu v trojrozmernom priestore s pravouhlými sú-

radnicovými osami x; y; z. Potom vertikálna rovina y = y

0

rovnobe¾ná so súradnicovou rovinou �

xz

pretína na¹u plochu z = f(x; y) v krivke s rovnicou z = f(x; y

0

). Táto krivka je vlastne grafom funkcie

jednej premennej z = f(x; y

0

) v rovine y = y

0

. Túto funkciu mô¾me jednoducho zderivova» podµa x

a tak vypoèíta» napr. smernicu dotyènice ku krivke z = f(x; y

0

), ktorá le¾í v rovine y = y

0

. Takto

vypoèítaná derivácia sa nazýva parciálna (èi¾e

"

èiastoèná\) podµa premennej x, preto¾e za y sa najprv

dosadí kon¹tanta y

0

a a¾ potom sa poèíta (obyèajná) derivácia funkcie jednej premennej podµa x.

Formálne:

De�nícia parciálnej derivácie. Pod parciálnou deriváciou funkcie z = f(x; y) v bode (x

0

; y

0

)

vzhµadom na premennú x rozumieme obyèajnú deriváciu funkcie jednej premennej f(x; y

0

) podµa x
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(za predpokladu, ¾e existuje). Pre túto parciálnu deriváciu sa pou¾íva ktorékoµvek z nasledujúcich

oznaèení:

@f

@x

(x

0

; y

0

);

@z

@x

(x

0

; y

0

); f

x

(x

0

; y

0

); z

x

(x

0

; y

0

):

Podµa uvedenej de�nície teda platí:

@f

@x

(x

0

; y

0

) =

@z

@x

(x

0

; y

0

) = f

x

(x

0

; y

0

) = z

x

(x

0

; y

0

) = f

0

(x; y

0

) ;

prièom derivácia vpravo je obyèajná derivácia funkcie jednej premennej f(x; y

0

) podµa x. Parciálna

derivácia funkcie z = f(x; y) v bode (x

0

; y

0

) podµa premennej y sa de�nuje analogicky, spolu s oznaèním

z

y

(x

0

; y

0

), f

y

(x

0

; y

0

), atï.

Príklad 1. Vypoèítajme parciálne derivácie funkcie

z =

1 + sinx

x+ cos y

podµa oboch premenných v bode (0; �).

Rie¹enie: Pre výpoèet parciálnej derivácie z

x

(0; �) najprv dosadíme y = y

0

= � a potom pou¾í-

vame známe pravidlá pre derivovanie funkcie jednej premennej (najprv pravidlo o derivovaní podielu,

atï.) pre výpoèet derivácie v bode x

0

= 0:

z

x

(0; �) =

d

dx

�

1 + sinx

x+ cos �

�

x=0

=

d

dx

�

1 + sinx

x� 1

�

x=0

=

�

(x� 1) cos x� 1� sinx

(x� 1)

2

�

x=0

= �2 :

Podobne, pri výpoète parciálnej derivácie z

y

(0; �) podµa premennej y najprv za x dosadíme x

0

= 0 a

potom poèítame známym spôsobom obyèajnú deriváciu podµa y v bode y

0

= �:

z

y

(0; �) =

d

dy

�

1 + sin0

0 + cos y

�

y=�

=

d

dy

�

1

cos y

�

y=�

=

�

siny

cos

2

y

�

y=�

= 0 :

|

Èasto sa stáva, ¾e nás ani tak nezaujíma hodnota parciálnej derivácie v konkrétnom bode, ale

v µubovoµnom bode (pokiaµ existuje). Priradenia (x

0

; y

0

) 7! f

x

(x

0

; y

0

) a (x

0

; y

0

) 7! f

y

(x

0

; y

0

) potom

de�nujú nové funkcie, ktoré nazývame jednoducho parciálnymi deriváciami funkcie f(x; y); pri ich

oznaèovaní zvykneme vynecháva» indexy a pí¹eme len f

x

(x; y) a f

y

(x; y). Poznamenajme, ¾e de�nièné

obory parciálnych derivácií f

x

a f

y

sa nemusia zhodova» s de�nièným oborom funkcie f .

Uvedené de�nície si èitateµ µahko modi�kuje pre prípad funkcií troch a viacerých premenných. Pra-

vidlo poèítania parciálnej derivácie podµa niektorej premennej je jednoduché: V¹etky ostatné premenné

sa pre úèely derivovania pova¾ujú za kon¹tanty.

Príklad 2. Vypoèítajme parciálne derivácie g

x

, g

y

a g

z

funkcie

g(x; y; z) = x arcsin (

p

xy) + ln (y + e

z

).

Rie¹enie: Pre výpoèet g

x

pova¾ujeme y a z za symboly oznaèujúce kon¹tanty a derivujeme podµa

x; to napr. znamená, ¾e celý druhý èlen ln (y + e

z

) bude po derivovaní podµa x nulový! Po úprave
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(pozor na derivovanie zlo¾ených funkcií!) dostávame:

g

x

=

d

dx

(x arcsin

p

xy + ln (y + e

z

))

= arcsin

p

xy + x�

1

q

1� (

p

xy)

2

�

1

2

p

xy

�y + 0

= arcsin

p

xy +

1

2

r

xy

1� xy

:

Podobne pre ïal¹ie dve parciálne derivácie máme:

g

y

=

d

dy

(x arcsin

p

xy + ln (y + e

z

)) =

= x �

1

q

1� (

p

xy)

2

�

1

2

p

xy

�x+

1

y + e

z

�(1 + 0) =

=

x

2

2

p

xy(1� xy)

+

1

y + e

z

;

g

z

=

d

dz

(x arcsin

p

xy + ln (y + e

z

))

= 0 +

1

y + e

z

�(0 + e

z

) =

e

z

y + e

z

:

|

4.2.2 Linearizácia, dotyková rovina a diferenciál

V praxi (najmä v geometrických a numerických aproximáciách) veµmi dôle¾itú úlohu zohráva lokálne

nahradzovanie funkcií lineárnymi funkciami. To vedie k zavedeniu nasledujúcich dôle¾itých pojmov.

De�nícia linearizácie. Nech funkcia f(x; y) má parciálne derivácie podµa oboch premenných

spojité v bode (x

0

; y

0

). Pod linearizáciou funkcie f v bode (x

0

; y

0

) rozumieme funkciu L(x; y) danú

predpisom

L(x; y) = f(x

0

; y

0

) + f

x

(x

0

; y

0

)�(x� x

0

) + f

y

(x

0

; y

0

)�(y � y

0

) (4.1)

Pribli¾nú rovnos»

f(x; y) _= L(x; y) (4.2)

nazývame ¹tandardnou lineárnou aproximáciou funkcie f v okolí bodu (x

0

; y

0

).

Je dôle¾ité uvedomi» si, ¾e L(x; y) je naozaj lineárna funkcia. Aproximácia f(x; y) _=L(x; y) v okolí

bodu (x

0

; y

0

) teda hovorí, ¾e aj komplikované funkcie mo¾no lokálne nahradzova» lineárnymi funkciami.

Otázkou presnosti takejto aproximácie sa budeme zaobera» na inom mieste.

Príklad 1. Nájdite linearizáciu funkcie f(x; y) = e

�(x

2

+y

2

)

v bode (

1

2

;�

1

2

), ako aj jej ¹tandardnú

lineárnu aproximáciu v tomto bode.

Rie¹enie: Vypoèítame najprv parciálne derivácie v bode (x

0

; y

0

) = (

1

2

;�

1

2

):

f

x

(x

0

; y

0

) =

�

d

dx

e

�(x

2

+y

2

)

�

(x

0

;y

0

)

= (e

�(x

2

+y

2

)

�(�2x))

(x

0

;y

0

)

= �

1

p

e

;

f

y

(x

0

; y

0

) =

�

d

dy

e

�(x

2

+y

2

)

�

(x

0

;y

0

)

= (e

�(x

2

+y

2

)

�(�2y))

(x

0

;y

0

)

= +

1

p

e

:
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Keï¾e f(x

0

; y

0

) = 1=

p

e, dosadením do vz»ahu (4.1) pre linearizáciu na¹ej funkcie v okolí bodu (x

0

; y

0

)

dostávame:

L(x; y) =

1

p

e

+

�

�

1

p

e

��

x�

1

2

�

+

1

p

e

�

y �

�

�

1

2

��

;

a po úprave,

L(x; y) =

1

p

e

(2� x+ y) :

Pre ¹tandardnú lineárnu aproximáciu f(x; y) _=L(x; y) v uvedenom bode napokon máme:

e

�(x

2

+y

2

)

_=

1

p

e

(2� x+ y) :

Vidíme, ¾e pôvodná funkcia je v okolí bodu (1=2;�1=2) naozaj nahradená lineárnou funkciou. |

Dotyková rovina ku grafu funkcie. Geometrická interpretácia pojmu ¹tandardnej lineárnej

aproximácie funkcie f(x; y) v bode (x

0

; y

0

) je jednoduchá: Funkcia z = L(x; y), teda,

z = f(x

0

; y

0

) + f

x

(x

0

; y

0

)�(x� x

0

) + f

y

(x

0

; y

0

)�(y � y

0

) ; (4.3)

predstavuje rovnicu dotykovej roviny k ploche z = f(x; y) v bode (x

0

; y

0

). ©tandardná lineárna apro-

ximácia je teda z geometrického hµadiska nahradením plochy z = f(x; y) dotykovou rovinou v bode

(x

0

; y

0

).

Príklad 2. Napí¹me rovnicu dotykovej roviny ku ploche danej rovnicou z = f(x; y) = 19�x

2

�4y

2

v bode (1; 2).

Rie¹enie: Na dosadenie do formulky (4.3) potrebujeme vypoèíta» hodnoty f(x

0

; y

0

), f

x

(x

0

; y

0

)

a f

y

(x

0

; y

0

) pre bod (x

0

; y

0

) = (1; 2). Postupne dostávame: f(1; 2) = 2, f

x

(1; 2) = (�2x)

(1;2)

= �2,

a f

y

(1; 2) = (�8y)

(1;2)

= �16. Dosadením do (4.3) vidíme, ¾e hµadaná rovnica dotykovej roviny je

z = 2� 2(x� 1)� 16(y � 2), èo po úprave dáva 2x+ 16y + z � 36 = 0. |

De�nícia totálneho diferenciálu. Predpokladajme, ¾e f(x; y) má parciálne derivácie podµa

oboch premenných spojité v bode B = (x

0

; y

0

). Výraz

df(x; y)

B

= f

x

(x

0

; y

0

)�(x� x

0

) + f

y

(x

0

; y

0

)�(y � y

0

) (4.4)

nazývame totálnym diferenciálom funkcie f v bode B = (x

0

; y

0

). Linearizácia a totálny diferenciál sú

teda viazané rovnos»ou L(x; y) = f(B)+df(x; y)

B

. Ak prijmeme oznaèenie dx = x�x

0

a dy = y�y

0

,

vz»ah (4.4) nadobudne èasto uvádzaný tvar

df(x; y)

B

= f

x

(x

0

; y

0

)dx+ f

y

(x

0

; y

0

)dy = f

x

(B)dx+ f

y

(B)dy : (4.5)

Kombináciou ¹tandardnej lineárnej aproximácie (4.2) a totálneho diferenciálu (4.5) dostávame

v okolí bodu (x

0

; y

0

) pribli¾né rovnosti

f(x; y) _= f(x

0

; y

0

) + df(x; y)

B

; alebo f(x; y)� f(x

0

; y

0

) _= df(x; y)

B

:

Totálny diferenciál preto reprezentuje pribli¾nú veµkos» zmeny hodnoty funkcie f v bode (x; y) v po-

rovnaní s hodnotou v bode (x

0

; y

0

). Pribli¾né odhady takýchto zmien majú v praxi veµký význam.

Príklad 3. Akú pribli¾nú percentuálnu zmenu objemu valca mo¾no oèakáva», ak sa polomer

zväè¹í o 2 percentá a vý¹ka o 1 percento?
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Rie¹enie: Objem valca je daný vzorèekom V = V (r; h) = �r

2

h, kde r je polomer a h je vý¹ka

valca. U¾ vieme, ¾e veµkos» zmeny hodnôt funkcie V v nejakom bode (r; h) v porovnaní s hodnotou

v bode B = (r

0

; h

0

) mo¾no pribli¾ne odhadnú» jej totálnym diferenciálom dV . Ten je daný vz»ahom

(4.5) a v na¹om oznaèení má tvar:

dV (r; h)

B

= V

r

(r

0

; h

0

)dr + V

h

(r

0

; h

0

)dh ; (4.6)

prièom dr = r�r

0

a dh = h�h

0

. Ïalej vieme, ¾e nová hodnota r sa od pôvodnej hodnoty r

0

lí¹i o plus

2 percentá, teda r = 1; 02r

0

, èi¾e dr = 0; 02r

0

. Podobne dostávame, ¾e dh = 0; 01h

0

. Pre dosadenie

do (4.6) treba e¹te vypoèíta» hodnoty parciálnych derivácií V

r

(r

0

; h

0

) a V

h

(r

0

; h

0

). Známym spôsobom

dostávame: V

r

(r

0

; h

0

) = 2�r

0

h

0

, a V

h

(r

0

; h

0

) = �r

2

0

. Dosadením získaných rovností do (4.6) máme:

dV (r; h)

B

= 2�r

0

h

0

�0;02r

0

+ �r

2

0

�0;01h

0

= 0;05�r

2

0

h

0

= 0;05�V (r

0

; h

0

) :

Keï¾e dV (r; h)

B

_= V (r; h) � V (r

0

; h

0

), vidíme, ¾e uvedené zmeny v polomere a vý¹ke valca vyvolajú

zmenu objemu o pribli¾ne 5 percent. |

Linearizácia a totálny diferenciál funkcií troch a viac premenných sa de�nujú analogicky; podrob-

nosti prenechávame na samostatnú iniciatívu èitateµa.

4.2.3 Vy¹¹ie derivácie a re»azové pravidlá

Podobne ako pri funkciách jednej premennej, aj parciálne derivácie je mo¾né iterova», a to rôznym spô-

sobom. Tak napríklad je mo¾né poèíta» (ak existujú) parciálne derivácie (podµa x alebo y) z parciálnej

derivácie funkcie f(x; y) podµa x (alebo y), èi¾e parciálne derivácie typu

@

@x

�

@f

@x

�

;

@

@x

�

@f

@y

�

;

@

@y

�

@f

@x

�

;

@

@y

�

@f

@y

�

;

tieto obvykle zapisujeme v skrátenej forme v tvare

@

2

f

@x

2

= f

xx

;

@

2

f

@x@y

= f

xy

;

@

2

f

@y@x

= f

yx

;

@

2

f

@y

2

= f

yy

:

Vy¹¹ie derivácie funkcií troch a viac premenných sa tvoria a oznaèujú obdobne.

Vo v¹eobecnosti derivovanie mô¾e závisie» na poradí, t.j. existujú funkcie, pre ktoré je f

xy

6= f

yx

.

V týchto skriptách sa v¹ak s takýmito

"

anomálnymi\ funkciami nestretneme. Platí toti¾ nasledujúca

veta:

Ak je funkcia f(x; y) na nejakej oblasti M spojitá spolu so v¹etkými ¹tyrmi parciálnymi deriváciami

f

x

, f

y

, f

xy

a f

yx

, tak platí rovnos» f

xy

= f

yx

na oblasti M .

Príklad 1. Uká¾me, ¾e funkcia f(x; y; z) = 1=

p

x

2

+ y

2

+ z

2

spåòa (v praxi dôle¾itú) tzv. Lapla-

ceovu rovnicu

@

2

f

@x

2

+

@

2

f

@y

2

+

@

2

f

@z

2

= 0 :

Rie¹enie: Priamym výpoètom derivácie f

xx

dostávame:

@

2

f

@x

2

=

@

@x

�

@f

@x

�

=

@

@x

�

�

1

2

(x

2

+ y

2

+ z

2

)

�3=2

�2x

�

=

= �(x

2

+ y

2

+ z

2

)

�3=2

� x �

�

�

3

2

�

(x

2

+ y

2

+ z

2

)

�5=2

� 2x =
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= (x

2

+ y

2

+ z

2

)

�5=2

(2x

2

� y

2

� z

2

) :

Keï¾e funkcia f je symetrická vo svojich premenných, tak máme ihneï:

@

2

f

@y

2

= (x

2

+ y

2

+ z

2

)

�5=2

(2y

2

� x

2

� z

2

) ;

@

2

f

@z

2

= (x

2

+ y

2

+ z

2

)

�5=2

(2z

2

� x

2

� y

2

) :

O splnení Laplaceovej rovnice sa teraz dá presvedèi» jednoduchým dosadením (preveïte!). |

Pri deriváciách funkcií jednej premennej ste sa zoznámili s pravidlom pre derivovanie zlo¾ených fun-

kcií, ktoré sa nazýva aj re»azové pravidlo. Pri parciálnych deriváciách má re»azové pravidlo zlo¾itej¹iu

formuláciu. Zaèneme s najjednoduch¹ím prípadom.

Re»azové pravidlo, èas» 1. Ak z = f(x; y), prièom x = x(t) aj y = y(t) sú funkcie premennej t,

tak platí

dz

dt

=

�

@f

@x

�

�

dx

dt

+

�

@f

@y

�

�

dy

dt

; (4.7)

prièom do parciálnych derivácií vo veµkých zátvorkách je potrebné po ich výpoète dosadi» x = x(t) a

y = y(t). (Mlèky pritom predpokladáme, ¾e v¹etky derivácie na pravej strane existujú a sú spojité na

istej oblasti.)

Príklad 2. Pomocou re»azového pravidla vypoèítajte deriváciu funkcie f(x; y) = x

2

ln y podµa

premennej t, ak x = cos t a y = sin t.

Rie¹enie: Pou¾itím vy¹¹ie uvedeného vzorèeka máme pre na¹u funkciu z = f(x; y):

dz

dt

=

�

@f

@x

�

�

dx

dt

+

�

@f

@y

�

�

dy

dt

=

= (2x ln y)�(� sin t) + (x

2

=y)� cos t

(teraz dosadíme x = cos t a y = sin t do výrazov v zátvorkách a upravíme)

= �2 cos t sin t ln(sin t) + cos

3

t= sin t :

|

Analogicky, uvedené re»azové pravidlo pre funkciu troch premenných w = f(x; y; z), kde x = x(t),

y = y(t) a z = z(t), má tvar

dw

dt

=

�

@f

@x

�

�

dx

dt

+

�

@f

@y

�

�

dy

dt

+

�

@f

@z

�

�

dz

dt

;

vo veµkých zátvorkách treba po výpoète parciálnych derivácií dosadi» x = x(t), y = y(t) a z = z(t);

podobné vzorce platia aj pre funkcie viac ako troch premenných.

Pri zlo¾ených funkciách viac premenných sa mô¾e sta», ¾e premenné x; y; z; ::: sú samy osebe fun-

kciami viacerých iných premenných. Napríklad pri funkcii troch premenných w = f(x; y; z) de�novanej

na nejakej oblasti v trojrozmernom priestore mô¾u premenné x; y; z by» funkciami ïal¹ích (povedzme)

dvoch premenných, èi¾e x = x(u; v), y = y(u; v) a z = z(u; v), èo by zodpovedalo prípadu, ¾e body

(x; y; z) berieme z nejakej plochy v priestore. V takomto prípade má re»azové pravidlo o nieèo kom-

plikovanej¹í tvar:
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Re»azové pravidlo, èas» 2. Ak w = f(x; y; z), prièom x = x(u; v), y = y(u; v) a z = z(u; v), tak

pre parciálne derivácie w

u

a w

v

platí:

@w

@u

=

�

@f

@x

�

�

@x

@u

+

�

@f

@y

�

�

@y

@u

+

�

@f

@z

�

�

@z

@u

;

@w

@v

=

�

@f

@x

�

�

@x

@v

+

�

@f

@y

�

�

@y

@v

+

�

@f

@z

�

�

@z

@v

;

pritom opä» po výpoète parciálnych derivácií v v zátvorkách je potrebné v¹ade dosadi» x = x(u; v),

y = y(u; v) a z = z(u; v).

Napriek komplikovanej¹iemu tvaru veríme, ¾e bystrý èitateµ µahko vnikne do logiky tvorby týchto

formuliek a v prípade potreby si vykombinuje korektnú verziu.

Príklad 3. Vypoèítajme parciálne derivácie funkcie w = f(x; y) = x

3

y

2

podµa premenných u; v,

ak x = 3u� 2v a y = uv.

Rie¹enie: Postupujeme podµa vzorèeka v èasti 2 re»azového pravidla, kde èlen obsahujúci pre-

mennú z jednoducho vynecháme, preto¾e pracujeme len s funkciou dvoch premenných. Tak postupne

dostávame:

@w

@u

=

�

@f

@x

�

�

@x

@u

+

�

@f

@y

�

�

@y

@u

= (3x

2

y

2

)�3 + (2x

3

y)�v =

= 9(3u � 2v)

2

(uv)

2

+ 2uv

2

(3u� 2v)

3

;

@w

@v

=

�

@f

@x

�

�

@x

@v

+

�

@f

@y

�

�

@y

@v

= (3x

2

y

2

)�(�2) + (2x

3

y)�u =

= �6(3u� 2v)

2

(uv)

2

+ 2u

2

v(3u � 2v)

3

:

|

Uvedené re»azové pravidlá majú najmä veµký teoretický význam v theórii parciálnych diferenciál-

nych rovníc.

4.2.4 Gradient a derivácia v smere

Pojmy gradientu a derivácie v smere najprv vysvetlíme na funkciách dvoch premenných. Nech f(x; y)

je funkcia dvoch premenných, ktorá je na nejakej oblastiM � R

2

spojitá spolu so svojimi parciálnymi

deriváciami f

x

a f

y

. Ako vieme, grafom takejto funkcie je plocha v trojrozmernom priestore, urèená

rovnicou z = f(x; y). Nech B = (x

0

; y

0

) je bod z oblasti M a nech u = (u

1

; u

2

) = u

1

i + u

2

j je

jednotkový vektor (t.j. vektor jednotkovej då¾ky). Priamka v rovine xy urèená bodom B a vektorom

u má parametrické vyjadrenie v tvare

x = x

0

+ s � u

1

; y = y

0

+ s � u

2

: (4.8)

Touto priamkou teraz prelo¾me rovinu � kolmú na súradnicovú rovinu xy. Rovina � pretne plochu

z = f(x; y) v akejsi krivke C. Rovnicu krivky C v parametrickom tvare (t.j. ako funkciu premennej

s) dostaneme jednoducho dosadením vz»ahov (4.8) do rovnice plochy, teda krivka C má rovnicu

z = f(x

0

+ su

1

; y

0

+ su

2

). Na¹ím cieµom je výpoèet smernice dotyènice ku krivke C v rovine � pre

s = 0, t.j. v bode B = (x

0

; y

0

).

Dá sa µahko nahliadnu», ¾e hµadaná smernica dotyènice nie je niè iné ako derivácia df=ds v bode

s = 0. (Zdôvodnite podrobne; ako je pritom vyu¾itý fakt, ¾e vektor u je jednotkový ?). Keï¾e ide
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o zlo¾enú funkciu (premenné x; y teraz závisia od s), na výpoèet derivácie df=ds pou¾ijeme èas» 1

re»azového pravidla z predchádzajúcej podkapitoly, spolu s deriváciami výrazov (4.8):

�

df

ds

�

s=0

=

�

@f

@x

�

B

�

dx

ds

+

�

@f

@y

�

B

�

dy

ds

=

=

�

@f

@x

�

B

�u

1

+

�

@f

@y

�

B

�u

2

:

Výraz vpravo je vlastne skalárnym súèinom vektora u = (u

1

; u

2

) = u

1

i+ u

2

j s vektorom

((@f=@x)

B

; (@f=@y)

B

) = (@f=@x)

B

i+(@f=@y)

B

j. Tak sa dostávame k nasledujúcim dôle¾itým faktom.

De�nícia gradientu a výpoèet derivácie v smere. Pod gradientom funkcie f(x; y) rozumieme

dvojrozmerný vektor, ktorého súradnice sú parciálne derivácie funkcie f podµa x a y (v tomto poradí).

Tento vektor je zvykom oznaèova» symbolom rf (èítaj

"

nabla ef\); gradient funkcie f je teda vektor

rf = (f

x

; f

y

) = f

x

i+ f

y

j : (4.9)

Èíslo (df=ds)

s=0

nazývame deriváciou funkcie f v bode B = (x

0

; y

0

) v smere jednotkového vektora

u = (u

1

; u

2

); oznaèujeme ju symbolom D

u

f(B). Podµa výpoètu v predchádzajúcom odstavci je táto

derivácia v smere daná skalárnym súèinom gradientu v bode B s vektorom u, èo v rôznych ekviva-

lentných formách mô¾me za písa» nasledovne:

D

u

f(B) = (rf)

B

�u =

�

@f

@x

�

B

� u

1

+

�

@f

@y

�

B

� u

2

= f

x

(B)u

1

+ f

y

(B)u

2

:

V praxi pri funkcii dvoch premenných èasto potrebujeme stanovi» rýchlos» zmeny funkèných hodnôt

v okolí nejakého bodu, a to v smere danom nejakým jednotkovým vektorom. Ako je vidie», táto rýchlos»

zmeny je presne hodnota derivácie v smere daného vektora (v danom bode).

2

V tejto súvislosti má

významnú geometrickú a fyzikálnu interpretáciu samotný gradient: Hodnota gradientu v bode B je

toti¾ vektor vyjadrujúci smer najstrm¹ieho rastu funkcie f z bodu B.

Príklad 1. Vypoèítajte vektor, v smere ktorého funkcia f(x; y) = 4x

2

+ y

2

rastie najstrm¹ie

v okolí bodu (�1; 2).

Rie¹enie: Smer najstrm¹ieho rastu je daný hodnotou gradientu rf v bode (�1; 2), èi¾e vektorom

rf

(�1;2)

= (f

x

; f

y

)

(�1;2)

= (8x; 2y)

(�1;2)

= (�8; 4) = �8i+ 4j :

Funkcia f teda v okolí bodu (�1; 2) najviac rastie v smere vektora �8i+ 4j, èo je to isté ako v smere

vektora �2i+ j. |

Príklad 2. Vypoèítajte deriváciu funkcie g(x; y) = x(1 + y

2

) � 2e

y

cos x v bode (�; 0) v smere

vektora v = 4i� 3j.

Rie¹enie: Predov¹etkým z vektora v musíme vytvor» príslu¹ný jednotkový vektor u, a to tak,

¾e súradnice vektora v vynásobíme prevrátenou hodnotou jeho då¾ky. Keï¾e då¾ka vektora v je jvj =

p

4

2

+ (�3)

2

= 5, príslu¹ný jednotkový vektor je u =

1

jvj

v =

4

5

i�

3

5

j. Ïalej si potrebujeme vypoèíta»

hodnotu gradientu funkcie g v bode B = (�; 0):

rg

B

=

�

@g

@x

�

B

i+

�

@g

@y

�

B

j = (1 + y

2

+ 2e

y

sinx)

B

i+ (2xy � 2e

y

cos x)

B

j = i+ 2j :

2

V¹imnite si, ¾e derivácie funkcie v smere jednotkových vektorov [1; 0] a [0; 1] sú práve parciálne derivácie tejto funkcie

podµa x resp. y.
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Podµa vzorca pre výpoèet derivácie v smere napokon máme:

D

u

g(�; 0) = rg

B

� u = (i+ 2j) � (

4

5

i�

3

5

j) = 1 �

4

5

+ 2 � (�

3

5

) = �

2

5

:

|

Gradient, vrstevnice a ich dotyènice. Ïal¹ia dôle¾itá geometrická vlastnos» gradientu súvisí

s vrstevnicami, t.j. krivkami v rovine xy, ktoré sú dané rovnicami typu f(x; y) = c:

Ak bod B = (x

0

; y

0

) je bodom vrstevnice f(x; y) = c, tak gradient rf

B

je normálový vektor k danej

vrstevnici v bode B, t.j. vektor kolmý na dotyènicu k danej vrstevnici v bode B.

Z toho ihneï vyplýva, ¾e rovnica dotyènice (v rovine xy) ku vrstevnici f(x; y) = c v bode B =

(x

0

; y

0

) je daná skalárnym súèinom gradientu a vektora (x� x

0

; y � y

0

), teda

rf

B

� (x� x

0

; y � y

0

) = 0 ;

alebo v rozpísanej forme,

f

x

(B)(x� x

0

) + f

y

(B)(y � y

0

) = 0 : (4.10)

Príklad 3. Vypoèítajte rovnicu dotyènice ku hyperbole 9y

2

� 2x

2

= 1 v bode (2;�1).

Rie¹enie: Danú hyperbolu budeme pova¾ova» za vrstevnicu funkcie f(x; y) = 9y

2

�2x

2

zodpove-

dajúcu vý¹ke c = 1. Pre hodnoty parciálnych derivácií v bode B = (2;�1) máme f

x

(B) = (�4x)

B

=

�8, a f

y

(B) = (18y)

B

= �18. Podµa vz»ahu (4.10) pre hµadanú rovnicu dotyènice dostávame:

�8(x� 2)� 18(y � (�1)) = 0 ; teda 4x+ 9y + 1 = 0 :

V¹imnite si, ¾e hodnota c = 1 pri samotnom poèítaní nehrala ¾iadnu rolu. Napriek tomu, získaný

výsledok nie je správny pre c 6= 1; vysvetlite! |

Funkcie troch premenných. Uvedené fakty o gradiente a derivácii v smere sa µahko zov¹eobecnia

pre funkcie troch (a aj viac) premenných. Ak f = f(x; y; z) je funkcia troch premenných so spojitými

parciálnymi deriváciami na nejakej trojrozmernej oblasti M , tak pod gradientom funkcie f na tejto

oblasti rozumieme vektor

rf = (f

x

; f

y

; f

z

) = f

x

i+ f

y

j+ f

z

k : (4.11)

Ak u = (u

1

; u

2

; u

3

) = u

1

i + u

2

j + u

3

k je jednotkový vektor, tak derivácia funkcie f v bode B 2 M

v smere vektora u je èíslo oznaèované D

u

f(B) a dané skalárnym súèinom

D

u

f(B) = rf

B

� u = f

x

(B)u

1

+ f

y

(B)u

2

+ f

z

(B)u

3

: (4.12)

Podobným spôsobom sa dajú zov¹eobecni» aj geometrické fakty súvisiace s gradientom, len je

v¹etky pojmy potrebné transformova» o jednu dimenziu vy¹¹ie:

Ak bod B = (x

0

; y

0

; z

0

) je bodom vrstvovej plochy f(x; y; z) = c, tak gradient rf

B

je normálový

vektor k danej vrstvovej ploche v bode B, t.j. vektor kolmý na dotykovú rovinu k danej vrstvovej ploche

v bode B.

Odtiaµ vyplýva, ¾e rovnica dotykovej roviny ku vrstvovej ploche f(x; y; z) = c v bode B =

(x

0

; y

0

; z

0

) je daná skalárnym súèinom gradientu a vektora (x� x

0

; y � y

0

; z � z

0

), teda

rf

B

� (x� x

0

; y � y

0

; z � z

0

) = 0 ;

èo v rozpísanej forme dáva rovnicu

f

x

(B)(x� x

0

) + f

y

(B)(y � y

0

) + f

z

(B)(z � z

0

) = 0 : (4.13)



4.3. EXTRÉMY FUNKCIÍ VIAC PREMENNÝCH 141

Príklad 4. Vypoèítajme hodnotu derivácie funkcie h(x; y; z) = z� x

2

� y

2

v bode B = (�2; 1; 9)

v smere vektora v = 2i� j+ 2k.

Rie¹enie: Najprv vytvoríme jednotkový vektor u prislúchajúci k vektoru v; preto¾e jvj =

p

2

2

+ (�1)

2

+ 2

2

= 3, tak u =

2

3

i �

1

3

j +

2

3

k. Vektor gradientu v bode B nájdeme pomocou vzorca

(4.11) a dosadenia súradníc bodu B:

rh

B

= h

x

(B)i+ h

y

(B)j+ h

z

(B)k = 4i� 2j+ k :

Po dosadení do (4.12) dostávame pre hµadanú hodnotu derivácie v smere výsledok

D

u

h(B) = rh

B

� u = 4 �

2

3

+ 2 �

1

3

+

2

3

= 4 :

|

Príklad 5. Nájdite rovnicu dotykovej roviny ku ploche jednodielneho hyperboloidu x

2

+2y

2

�z

2

=

�1 v bode B = (1;�1; 2).

Rie¹enie: Danú plochu pova¾ujeme za vrstvovú plochu funkcie f(x; y; z) = x

2

+ 2y

2

� z

2

pre

hodnotu c = �1; dotyková rovina je potom urèená vzorèekom (4.13). Pre súradnice gradientu (èi¾e

normálového vektora) máme: f

x

(B) = (2x)

B

= 2, f

y

(B) = (4y)

B

= �4, a f

z

(B) = (�2z)

B

= �4.

Dosadením do (4.13) dostaneme hµadanú rovnicu dotykovej roviny:

2(x� 1)� 4(y � (�1)) � 4(z � 2) = 0; alebo x� 2y � 2z + 1 = 0 :

|

Poznámka. Na urèenie dotykovej roviny máme zatiaµ dva prostriedky: Práve uvedenú gradientovú

metódu vedúcu k formulke (4.13), a metódu linearizácie z podkapitoly 4.2.2, èi¾e vzorèek (4.3). Odpo-

rúèame èitateµovi, aby si touto druhou metódou overil výsledok získaný v predchádzajúcom príklade.

4.3 Extrémy funkcií viac premenných

4.3.1 Lokálne extrémy

Pri ¹túdiu extrémov funkcie jednej premennej sme de�novali pojmy ako rastúcos» a klesajúcos», kon-

vexnos» a konkávnos», atï. Väè¹ina z týchto pojmov nebude aktuálna pre vy¹etrovanie funkcií viac

premenných. Napríklad, funkcia z = x

2

� y

2

v okolí bodu (0; 0) rastie pozdå¾ kladnej èasti osi x (pre

y = 0), a pritom zároveò klesá pozdå¾ kladnej èasti osi y (pre x = 0). Preto v ïal¹om vystaèíme

s pojmami lokálneho maxima a minima, ktoré vysvetlíme najprv v prípade funkcií dvoch premenných.

De�nícia lokálnych extrémov. Nech f = f(x; y) je funkcia dvoch premenných s de�nièným

oborom D. Hovoríme, ¾e funkcia f má v bode (x

0

; y

0

) 2 D lokálne maximum [lokálne minimum], ak

existuje také �-okolie O

�

(x

0

; y

0

) bodu (x

0

; y

0

), ¾e f(x; y) � f(x

0

; y

0

) [respektíve, f(x; y) � f(x

0

; y

0

)]

pre ka¾dý bod (x; y) 2 O

�

(x

0

; y

0

)\D. Lokálne minimá a maximá nazývame súhrnne lokálnymi extré-

mami funkcie f .

V ïal¹om budeme predpoklada», ¾e funkcia f = f(x; y) má na nejakej oblasti M spojité parciálne

derivácie. Potom v ka¾dom bode (x

0

; y

0

) 2 M ku ploche z = f(x; y) existuje jednoznaène urèená

dotyková rovina, ktorá má podµa (4.3) rovnicu

z = f(x

0

; y

0

) + f

x

(x

0

; y

0

)(x� x

0

) + f

y

(x

0

; y

0

)(y � y

0

) :
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Intuitívne, ak funkcia f má v bode (x

0

; y

0

) lokálny extrém, tak dotyková rovina v tomto bode bude

rovnobe¾ná so súradnicovou rovinou xy, a teda koe�cienty f

x

(x

0

; y

0

) a f

y

(x

0

; y

0

) v predchádzajúcej

rovnici musia by» rovné nule. To vedie k nasledujúcej de�nícii.

De�nícia stacionárneho bodu. Nech funkcia f = f(x; y) má parciálne derivácie na oblasti M .

Bod (x

0

; y

0

) 2M nazývame stacionárnym bodom funkcie f , ak platí:

f

x

(x

0

; y

0

) = f

y

(x

0

; y

0

) = 0 :

Stacionárne body sú teda

"

kandidátmi\na existenciu lokálneho extrému. Vo v¹eobecnosti nie je

pravda, ¾e v stacionárnom bode je v¾dy nejaký lokálny extrém. Napríklad pre funkciu f(x; y) = x

2

�y

2

je bod (0; 0) stacionárnym bodom, ale z faktov uvedených v prvom odstavci tejto èasti vidie», ¾e táto

funkcia nemá v bode (0; 0) lokálny extrém. Vzniknutú situáciu zachytáva na¹a ïal¹ia de�nícia.

De�nícia sedlového bodu. Nech D je de�nièný obor funkcie f = f(x; y). Bod (x

0

; y

0

) 2 D

nazývame sedlovým bodom funkcie f , ak v ka¾dom �-okolí O

�

(x

0

; y

0

) existujú body (x

�

; y

�

) 2 D a

(x

0

�

; y

0

�

) 2 D rôzne od (x

0

; y

0

) také, ¾e

f(x

�

; y

�

) > f(x

0

; y

0

) a f(x

0

�

; y

0

�

) < f(x

0

; y

0

) :

Na identi�káciu situácie v stacionárnych bodoch pou¾ívame nasledujúcu matematickú metódu

takzvaného D-testu. Ide o nie zlo¾itý algoritmus, ktorý je v¹ak na tomto mieste »a¾ké motivova» a

nahliadnu» jednoduchým spôsobom.

D-test pre lokálne extrémy funkcie 2 premenných. Nech bod B = (x

0

; y

0

) je stacionárnym

bodom funkcie f = f(x; y) a nech f má v nejakom okolí bodu B spojité druhé parciálne derivácie f

xx

,

f

yy

a f

xy

. Nech

D = f

xx

(B) � f

yy

(B)� (f

xy

(B))

2

: (4.14)

Potom platí:

(1) Ak D > 0 a f

xx

(B) < 0, tak funkcia f má v bode B lokálne maximum.

(2) Ak D > 0 a f

xx

(B) > 0, tak funkcia f má v bode B lokálne minimum.

(3) Ak D < 0, tak B je sedlovým bodom funkcie f .

(4) Ak D = 0, tak touto metódou nevieme rozhodnú», ako sa funkcia f správa v stacionárnom

bode B.

Príklad 1. Nájdite lokálne extrémy funkcie f(x; y) = x

2

+ y

3

� 6xy.

Rie¹enie: Daná funkcia je de�novaná v ka¾dom bode roviny R

2

a má tam aj spojité parciálne

derivácie (µubovoµného rádu). Urèíme najprv stacionárne body. Pre parciálne derivácie prvého rádu

dostávame:

f

x

= 2x� 6y ; f

y

= 3y

2

� 6x :

Stacionárne body sú urèené rovnicami f

x

= f

y

= 0, teda:

2x� 6y = 0 ; 3y

2

� 6x = 0 :

Z prvej rovnice máme x = 3y, èo po dosadení do druhej rovnice a úprave dáva y(y � 6) = 0. Máme

teda dve rie¹enia: y

1

= 0 a y

2

= 6, èomu zodpovedá x

1

= 0 a x

2

= 18. Tak sme získali dva stacionárne

body: B

1

= (0; 0) a B

2

= (18; 6).

Pre ka¾dý z týchto dvoch stacionárnych bodov by sme teraz mali vypoèíta» hodnotu výrazu D

z (4.14). Urobíme to v obrátenom poradí: Najprv vypoèítame výraz D vo v¹eobecnosti a potom doò
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za x a y dosadíme súradnice stacionárnych bodov. Keï¾e D = f

xx

f

yy

� f

2

xy

, zaèneme s parciálnymi

deriváciami druhého rádu:

f

xx

= 2 ; f

yy

= 6y ; f

xy

= �6 :

Pre ná¹ výraz D vychádza:

D = f

xx

f

yy

� f

2

xy

= 2 � 6y � (�6)

2

= 12(y � 3) :

A teraz pristúpime k aplikácii D-testu na jednotlivé stacionárne body.

Bod B

1

= (0; 0): Hodnota premennej D v bode (0; 0) je D = 12 � (�3), a teda D < 0. Z èasti (3)

formulácie D-testu vidie», ¾e B

1

je sedlovým bodom na¹ej funkcie.

Bod B

2

= (18; 6): Hodnota výrazu pre D v bode B

2

je D = 12:(6 � 3), èi¾e tentoraz D > 0.

Z D-testu ihneï vyplýva, ¾e na¹a funkcia urèite má v bode B

2

lokálny extrém. O tom, èi ide o

maximum alebo minimum, rozhodne znamienko hodnoty derivácie f

xx

v bode B

2

. Keï¾e f

xx

= 2, a

teda f

xx

> 0, nadobúda funkcia f v bode B

2

lokálne minimum. Hodnota tohoto lokálneho minima je

f(B

2

) = f(18; 6) = 18

2

+ 6

3

� 6 � 18 � 6 = �108. |

De�níciu lokálnych extrémov si èitateµ µahko modi�kuje pre prípad funkcií viac premenných.

Podobne je to aj s de�níciou stacionárneho bodu: Napríklad ak máme funkciu troch premenných

f = f(x; y; z) de�novanú na nejakej oblasti M , kde f má parciálne derivácie prvého rádu, tak stacio-

nárny bod je taký bod (x

0

; y

0

; z

0

) 2 M , v ktorom v¹etky parciálne derivácie prvého rádu sú nulové,

teda:

f

x

(x

0

; y

0

; z

0

) = 0 ; f

y

(x

0

; y

0

; z

0

) = 0 ; f

z

(x

0

; y

0

; z

0

) = 0 :

Aj v tomto prípade platí, ¾e ak funkcia f má v bode (x

0

; y

0

; z

0

) extrém, tak bod (x

0

; y

0

; z

0

) je stacio-

nárnym bodom; opaèná implikácia neplatí. Zov¹eobecnenie D-testu pre funkcie 3 a viac premenných

je v¹ak pomerne komplikované a nebudeme ho tu uvádza».

4.3.2 Viazané extrémy

Pri praktických aplikáciách èasto potrebujeme stanovi» maximálnu a minimálnu hodnotu nejakej fun-

kcie nie na celom jej de�niènom obore, ale len na nejakej jeho èasti (napr. na nejakej rovinnej krivke

alebo na priestorovej ploche). Najjednoduch¹ím predstaviteµom problémov uvedeného typu je nasle-

dujúca úloha:

Úloha o viazaných extrémoch v rovine je nájs» najmen¹iu a najväè¹iu hodnotu funkcie z =

f(x; y) pre tie body (x; y), ktoré le¾ia na krivke urèenej rovnicou g(x; y) = 0. (Struène povedané,

hµadáme extrémy funkcie f(x; y) na krivke g(x; y) = 0, alebo s väzbou g(x; y) = 0.)

Ak rovnica g(x; y) = 0 je rozumne jednoduchá, tak z nej mo¾no vypoèíta» jednu z premenných

x; y, dosadi» výsledok do funkcie f a tým previes» problém na výpoèet extrému funkcie jednej pre-

mennej. Toto v¹ak nie je v¾dy mo¾né, alebo to nemusí by» výhodné. Preto si v ïal¹om vysvetlíme inú,

univerzálnej¹iu metódu zalo¾enú na jednoduchej geometrickej úvahe.

Predstavme si, ¾e v rovine máme nakreslenú krivku urèenú rovnicou g(x; y) = 0, a ¾e v bodoch

tejto krivky hµadáme napr. najmen¹iu hodnotu funkcie z = f(x; y), t.j. najmen¹iu

"

vý¹ku\ plochy

z = f(x; y) nad krivkou g(x; y) = 0. Predstierajme na chvíµu, ¾e túto najmen¹iu hodnotu (vý¹ku)

poznáme; nech je to c

0

. Teda, pre c < c

0

na krivke g(x; y) = 0 neexistujú ¾iadne body, pre ktoré

by platilo f(x; y) = c. Spomeòme si, ¾e krivky s rovnicou f(x; y) = c sme nazvali vrstevnicami.

Predchádzajúci fakt prelo¾ený do reèi geometrie teda znamená, ¾e pre c < c

0

sa vrstevnice f(x; y) =

c nepretínajú s krivkou g(x; y) = 0. Navy¹e, ak sa c

"

blí¾i\ku c

0

zµava, tak sa príslu¹né vrstevnice

f(x; y) = c

"

pribli¾ujú\v rovine xy ku krivke g(x; y) = 0. Hodnota c

0

je potom najmen¹ou hodnotou
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parametra c, pre ktorú

"

pohybujúce sa\vrstevnice

"

dosiahnu\krivku g(x; y) = 0, a to v nejakom bode

B = (x

0

; y

0

). Intuitívne sa dá nahliadnu» (a aj exaktne dokáza»), ¾e v bode B dôjde k dotyku vrstevnice

f(x; y) = c

0

s krivkou g(x; y) = 0. To znamená, ¾e v bode B majú krivky f(x; y) = c

0

a g(x; y) = 0

spoloènú dotyènicu, a teda aj rovnobe¾né normálové vektory. Ako vieme z podkapitoly 4.2.4, normálový

vektor k vrstevnici f(x; y) = c

0

v bode B je práve vektor gradientu v danom bode, èi¾e rf

B

. Podobne,

normálový vektor v tom istom bode ku krivke g(x; y) = 0 je rg

B

. Keï¾e sme zistili, ¾e tieto vektory

musia by» rovnobe¾né, musia by» jeden násobkom druhého, t.j. existuje nejaké èíslo � také, ¾e rf

B

=

�rg

B

.

Podobné závery platia aj pre urèovanie najväè¹ej hodnoty funkcie z = f(x; y) na krivke g(x; y) = 0.

Uvedená metóda lokalizovania extrémov sa nazýva Lagrangeova metóda hµadania viazaných extrémov;

uvedieme jej zhrnutie.

Lagrangeova metóda. Nech funkcie f(x; y) a g(x; y) majú spojité parciálne derivácie na nejakej

oblasti v rovine. Nech na krivke g(x; y) = 0 funkcia z = f(x; y) nadobúda svoju najmen¹iu, resp. naj-

väè¹iu hodnotu v bode (x

0

; y

0

). Potom súradnice (x

0

; y

0

) spolu s nejakým èíslom � spåòajú nasledujúcu

sústavu rovníc:

rf = �rg a g(x; y) = 0 : (4.15)

Keï¾e gradient je vektor, ktorého zlo¾ky sú parciálne derivácie, mô¾me prvú z uvedených rovníc

napísa» v tvare f

x

i+ f

y

j = �(g

x

i+ g

y

j). Sústava rovníc (4.15) je teda ekvivalentná so sústavou troch

rovníc s tromi neznámymi:

f

x

= �g

x

; f

y

= �g

y

; g(x; y) = 0 : (4.16)

Poznamenajme, ¾e Lagrangeova metóda má tvar implikácie, a teda s jej pomocou dostaneme len

body (x

0

; y

0

), ktoré sú kandidátmi na to, aby v nich funkcia f mala najmen¹iu alebo najväè¹iu hodnotu.

O tom, èi sa v danom bode nejaký extrém vôbec nadobudne, musíme rozhodnú» inak. Spravidla sa

pritom opierame o geometrické úvahy a o fakt, ¾e spojitá funkcia na uzavretej a ohranièenej mno¾ine

M v¾dy nadobudne svoju najmen¹iu, resp. najväè¹iu hodnotu v niektorom bode mno¾iny M .

Príklad 1. Nájdite najmen¹iu a najväè¹iu hodnotu funkcie f(x; y) = xy na krivke x

2

+ 4y

2

= 8.

Rie¹enie: Lagrangeova metóda pracuje pre krivky s rovnicou g(x; y) = 0, preto v na¹om prípade

je g(x; y) = x

2

+ 4y

2

� 8. Najprv vyrie¹ime sústavu rovníc (4.16), teda:

y = � � 2x ; x = � � 8y ; x

2

+ 4y

2

� 8 = 0 :

Z týchto rovníc ihneï vidie», ¾e ¾iadna z neznámych x; y nemô¾e by» rovná nule. Z prvých dvoch rovníc

potom máme:

� =

y

2x

; � =

x

8y

; a teda

y

2x

=

x

8y

:

Odtiaµ máme x

2

= 4y

2

, èo po dosadení do rovnice krivky x

2

+ 4y

2

� 8 = 0 dáva y = �1, a teda

x = �2. Tak dostávame ¹tyri body, B

1

= (2; 1), B

2

= (�2;�1), B

3

= (�2; 1) a B

4

= (2;�1), ktoré

sú kandidátmi na tie body, kde funkcia f(x; y) = xy dosahuje najväè¹iu, resp. najmen¹iu hodnotu na

krivke x

2

+4y

2

�8 = 0. Pre príslu¹né funkèné hodnoty máme: f(B

1

) = f(B

2

) = 2, a f(B

3

) = f(B

4

) =

�2. Keï¾e mno¾ina bodov urèená rovnicou x

2

+ 4y

2

� 8 = 0 je uzavretá a ohranièená (ide o elipsu so

stredom v poèiatku a poloosami a = 2

p

2, b =

p

2), hodnoty �2 a 2 sú naozaj najmen¹ou a najväè¹ou

hodnotou funkcie f na krivke g(x; y) = 0. |

Lagrangeova metóda pre lokalizovanie viazaných extrémov pre funkcie troch premenných

je obdobná. Nech f = f(x; y; z) a g = g(x; y; z) sú funkcie, ktoré majú na nejakej oblasti v R

3

spojité
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parciálne derivácie prvého rádu. Potom súradnice (x

0

; y

0

; z

0

) bodu, v ktorom funkcia f nadobúda na

ploche g(x; y; z) = 0 svoju najmen¹iu, resp. najväè¹iu hodnotu, spåòajú sústavu rovníc

rf = �rg a g(x; y; z) = 0 : (4.17)

Po rozpísaní gradientov na zlo¾ky dostávame z (4.17) ekvivalentný tvar

f

x

= �g

x

; f

y

= �g

y

; f

z

= �g

z

; g(x; y) = 0 : (4.18)

Príklad 2. Na ploche z

2

= 4 + xy nájdite body, ktoré sú najbli¾¹ie k poèiatku súradnicovej

sústavy.

Rie¹enie: Vzdialenos» bodu (x; y; z) od poèiatku súradnicovej sústavy sa rovná d(x; y; z) =

p

x

2

+ y

2

+ z

2

. Na¹ou úlohou je nájs» body (x

0

; y

0

; z

0

) na ploche z

2

= 4 + xy, v ktorých funkcia

d(x; y; z) nadobudne najmen¹iu hodnotu; to nastane práve vtedy, keï za tých istých podmienok funkcia

f(x; y; z) = x

2

+ y

2

+ z

2

nadobudne najmen¹iu hodnotu. (Inak povedané, namiesto minimalizácie

vzdialenosti minimalizujeme jej druhú mocninu, èím sa vyhneme výrazom s odmocninami.) Hµadáme

teda body, v ktorých funkcia f(x; y; z) = x

2

+ y

2

+ z

2

nadobúda svoju najmen¹iu hodnotu na ploche

urèenej rovnicou 4 + xy � z

2

= 0; na¹a väzbová funkcia je teda g(x; y; z) = 4 + xy � z

2

. Postupujeme

Lagrangeovou metódou, teda zostavíme sústavu rovníc podµa (4.18):

2x = � � y ; 2y = � � x ; 2z = � � (�2z) ; 4 + xy � z

2

= 0 :

Nasledujúce dva odstavce budú venované rie¹eniu tejto sústavy. Z tretej rovnice máme (1+�)z = 0,

a teda z = 0 alebo � = �1. Ak z = 0, tak zo ¹tvrtej rovnice máme xy = �4. Vyjadrením � z prvých

dvoch rovníc dostávame 2x=y = 2y=x, èi¾e jxj = jyj. To v kombinácii s xy = �4 napokon dáva dve

rie¹enia: x = 2 a y = �2, alebo x = �2 a y = 2. Pamätajme, ¾e to v¹etko bolo v prípade z = 0;

tak dostávame súradnice dvoch bodov, ktoré spåòajú Lagrangeove rovnice (4.18): B

1

= (2;�2; 0) a

B

2

= (�2; 2; 0).

Zostáva vy¹etri» prípad, keï z 6= 0, a teda � = �1. Potom z prvých dvoch rovníc dostávame

2x = �y a 2y = �x, èo je mo¾né iba vtedy, ak x = y = 0. Zo ¹tvrtej rovnice potom máme z

2

= 4, a teda

z = �2. Tak dostávame súradnice ïal¹ích dvoch bodov spåòajúcich Lagrangeove rovnice: B

3

= (0; 0; 2)

a B

4

= (0; 0;�2).

Body B

1

a¾ B

4

sú teda kandidátmi na tie body, v ktorých funkcia f(x; y; z) = x

2

+y

2

+z

2

nadobudne

svoju najmen¹iu hodnotu na ploche 4 + xy � z

2

= 0. Pre hodnoty funkcie f v týchto bodoch máme:

f(B

1

) = f(B

2

) = 8, a f(B

3

) = f(B

4

) = 4. Z geometrickej úvahy (vrstvové plochy funkcie f sú guµové

plochy so stredom v poèiatku) vyplýva, ¾e hodnota 4 je naozaj najmen¹ou hodnotou funkcie f na

ploche 4 + xy � z

2

= 0, a nadobúda sa v bodoch (0; 0;�2).

Hµadaná najmen¹ia vzdialenos» plochy z

2

= 4+xy od poèiaktu súradnicovej sústavy je teda

p

4 = 2

a realizuje sa v bodoch (0; 0; 2) a (0; 0;�2). |

Na záver uvedieme príklad, kedy o existencii extrémov pri pou¾ití Lagrangeovej metódy musíme

rozhodnú» ne¹tandardne.

Príklad 3. Urète najmen¹iu a najväè¹iu hodnotu funkcie f(x; y; z) = xyz na ploche urèenej

rovnicou 2x+ y + 2z � 6 = 0.

Rie¹enie: Postupujeme opä» Lagrangeovou metódou, èi¾e zostavíme sústavu rovníc podµa (4.18):

yz = � � 2 ; xz = � � 1 ; xy = � � 2 ; 2x+ y + 2z � 6 = 0 :

Ak � = 0, tak z prvých troch rovníc vidíme, ¾e aspoò dve z premenných x; y; z sú rovné nule, a potom

zo ¹tvrtej rovnice máme tri

"

kandidátske\ body: B

1

= (0; 0; 3), B

2

= (0; 6; 0) a B

3

= (3; 0; 0). Ak
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� 6= 0, tak ¾iadna z premenných x; y; z sa nemô¾e rovna» nule (preèo?). V tomto prípade z prvých

troch rovníc dostaneme 2x = y = 2z, a pomocou ¹tvrtej rovnice máme posledný bod B

4

= (1; 2; 1).

Vidíme, ¾e f(B

1

) = f(B

2

) = f(B

3

) = 0 a f(B

4

) = 2 Mô¾me teraz tvrdi», ¾e hodnoty 0 a 2 sú

najmen¹ou a najväè¹ou hodnotou funkcie f na danej ploche? Nu¾, ak by na¹a plocha urèená rovnicou

2x+ y+2z� 6 = 0 bola uzavretá a ohranièená, tak áno. ®iaµ, táto plocha je rovina v priestore, a teda

je neohranièená, a uvedený princíp nemo¾no pou¾i».

Pomô¾eme si nasledovne: Vyjadríme z = 3� x� y=2 z rovnice roviny a dosadíme do na¹ej funkcie

f , èím dostávame funkciu dvoch premenných g(x; y) = xy(3 � x � y=2). Ak teraz napr. y = 2, tak

máme g(x; 2) = 2x(2 � x), a táto funkcia pre x ! 1 má limitu �1. To znamená, ¾e na¹a funkcia

nemá najmen¹iu hodnotu! Podobne, ak napr. y = �2, tak g(x;�2) = �2x(4 � x), a táto funkcia má

pre x ! 1 pre zmenu limitu +1, t.j. funkcia f nemá ani najväè¹iu hodnotu! Vidíme, ¾e napriek

existencii a¾ 4 kandidátov na extrémy vyplývajúcich z Lagrangeovej metódy, funkcia f v skutoènosti

nemá ani najmen¹iu, ani najväè¹iu hodnotu na danej ploche (rovine). |

4.3.3 Globálne extrémy

V tejto èasti vyu¾ijeme fakty prezentované v predchádzajúcich dvoch èastiach, a to na hµadanie maxima

a minima funkcie vzhµadom na danú podmno¾inu de�nièného oboru.

De�nícia globálnych extrémov. Nech M je nejaká podmno¾ina de�nièného oboru funkcie f =

f(x; y). Hovoríme. ¾e funkcia f má v bode (x

0

; y

0

) 2M globálne maximum na M [globálne minimum

na M ], ak f(x; y) � f(x

0

; y

0

) [resp., f(x; y) � f(x

0

; y

0

)] pre ka¾dý bod (x; y) 2M . Globálne maximum

a minimum súhrnne nazývame globálnymi extrémami na mno¾ine M .

V aplikáciách sa najèastej¹ie stretávame s prípadom, keï mno¾ina M je uzavretá èas» roviny

ohranièená nejakou krivkou K. Vtedy pri urèovaní globálnych extrémov funkcie f = f(x; y) na M

postupujeme nasledovne:

1. Urèíme najprv tie lokálne extrémy funkcie f , ktoré patria do vnútra mno¾iny M .

2. Potom vypoèítame viazané extrémy funkcie f na hranici mno¾iny M , ktorá je tvorená krivkou

K.

3. Napokon z takto stanovených hodnôt urèíme globálne extrémy funkcie f na mno¾ine M .

Poznámka. Hranièná krivka K nie je v¾dy urèená rovnicou tvaru g(x; y) = 0, a teda nie v¾dy

je mo¾né na urèenie viazaných extrémov pou¾i» Lagrangeovu metódu. V takom prípade na stano-

venie najmen¹ej a najväè¹ej hodnoty funkcie f na krivke K pou¾ívame dosadzovaciu metódu, ktorú

vysvetlíme na nasledujúcom príklade.

Príklad 1. Vypoèítajte globálne extrémy funkcie f(x; y) = 2x

2

� x+ y

2

na mno¾ine M , ktorou

je trojuholník v rovine xy s vrcholmi A = (1; 0), B = (0; 1), C = (2; 3).

Rie¹enie: Postupujeme podµa schémy uvedenej vy¹¹ie.

1. Najprv urèíme lokálne extrémy funkcie f patriace do vnútra ná¹ho trojuholníka. Ako vieme,

kandidáti na lokálne extrémy, èi¾e stacionárne body, spåòajú rovnice f

x

= f

y

= 0, teda 4x� 1 = 2y =

0. Odtiaµ je zrejmé, ¾e jediným stacionárnym bodom je bod (1=4; 0). Av¹ak bod (1=4; 0) evidentne

nele¾í vnútri ná¹ho trojuholníka! Záver: Vnútri trojuholníka M funkcia f nemá lokálne extrémy. (Pre

zaujímavos», keï¾e f

xx

= 4, f

yy

= 2, f

xy

= 0, a teda D = f

xx

f

yy

� (f

xy

)

2

= 8 > 0, tak podµa èasti (2)

ná¹ho D-testu je jasné, ¾e v bode (1=4; 0) má funkcia f lokálne minimum. V danom kontexte je v¹ak

táto informácia irelevantná, preto¾e sa netýka vnútra oblasti M .)

2. Teraz vypoèítame najväè¹iu a najmen¹iu hodnotu funkcie f na hranici trojuholníkaM . Hranica

pozostáva z troch úseèiek AB, BC a CA, a nie je mo¾né vyjadri» ju v tvare g(x; y) = 0 pre diferenco-
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vateµnú funkciu g. Preto postupne ka¾dú z uvedených troch úseèiek vyjadríme samostatnou rovnicou

a budeme pokraèova» dosadzovacou metódou.

Úseèka AB je urèená rovnicou y = 1 � x pre 0 � x � 1. Na tejto úseèke funkcia f má tvar

f(x; y) = f(x; 1 � x) = 2x

2

� x + (1 � x)

2

. Bude nás teda zaujíma» funkcia h

AB

(x) = f(x; 1 � x) =

2x

2

� x + (1 � x)

2

= 3x

2

� 3x + 1 = 3(x �

1

2

)

2

+

1

4

. Je zrejmé, ¾e kvadratická funkcia h

AB

má

svoje minimum 1=4 v bode x

0

= 1=2, teda na intervale (0; 1=2) je klesajúca a na intervale (1=2; 1)

je rastúca. Jej maximum na intervale 0 � x � 1 sa preto dosiahne v jednom z koncových bodov;

keï¾e h

AB

(0) = h

AB

(1) = 1, dosahuje sa v oboch súèasne. Záver: Funkcia f na úseèke AB nadobúda

najmen¹iu hodnotu 1=4, a to v bode (1=2; 1=2) (nezabúdajme, ¾e teraz máme y = 1� x) a najväè¹iu

hodnotu 1 v bodoch A a B.

Úseèka BC je opísaná rovnicou y = x + 1 pre 0 � x � 2. Na nej funkcia f má tvar f(x; y) =

f(x; x+1) = 2x

2

�x+(x+1)

2

. Tentoraz teda vy¹etrujeme funkciu h

BC

(x) = f(x; x+1) = 2x

2

�x+

(x+1)

2

= 3x

2

+x+1 = 3(x+

1

6

)

2

+

11

12

. Ide opä» o kvadratickú funkciu s minimom v bode �1=6, èo je

mimo ná¹ho intervalu 0 � x � 2. Na uvedenom intervale je teda funkcia h

BC

(x) rastúca, s najmen¹ou

hodnotou h

BC

(0) = 1 a najväè¹ou hodnotou h

BC

(2) = 15. Záver: Funkcia f na úseèke BC nadobúda

najmen¹iu hodnotu 1 v bode (0; 1) = B a najväè¹iu hodnotu 15 v bode (2; 3) = C.

Úseèka AC je urèená rovnicou y = 3x � 3 pre 1 � x � 2. Tu pre funkciu f máme f(x; y) =

f(x; 3x � 3) = 2x

2

� x + (3x � 3)

2

. Napokon sa teda zaoberáme funkciou h

AC

(x) = f(x; 3x � 3) =

2x

2

� x+ (3x� 3)

2

= 11x

2

� 19x + 9. To je zasa kvadratická (a konvexná) funkcia, ktorej minimum

je v bode spåòajúcom rovnos» h

0

AC

(x) = 22x � 19 = 0, teda v bode 19=22, ktorý je mimo intervalu

1 � x � 2. Preto funkcia h

AC

je pre 1 � x � 2 rastúca, èi¾e pre jej extrémy na tomto intervale máme

h

AC

(1) = 1 a h

AC

(2) = 15. Záver: Funkcia f na úseèke AC nadobúda najmen¹iu hodnotu 1 (pre

x = 1, t.j. v bode (1; 0) = A) a najváè¹iu hodnotu 15 (pre x = 2, t.j. v bode (2; 3) = C).

3. Èaká nás �nále { zhrnutie faktov získaných vy¹¹ie. Najprv sme zistili, ¾e vnútri trojuholníka

M na¹a funkcia nemá lokálne extrémy. Potom sme na hranici trojuholníka M identi�kovali najväè¹iu

hodnotu 15 v bode C = (2; 3) a najmen¹iu hodnotu 1=4 v bode (1=2; 1=2). Uvedené dve hodnotu sú

teda aj globálnymi extrémami funkcie f na mno¾ine M . |

Príklad 2. Vypoèítajte najmen¹iu a najväè¹iu hodnotu funkcie f(x; y) = x

2

+ 2x + y

2

� 2y + 3

na kruhu M so stredom v poèiatku súradnicovej sústavy a s polomerom 2

p

2.

Rie¹enie: Opä» pou¾ijeme predchádzajúcu schému.

1. Lokálne extrémy. Rovnice f

x

= f

y

= 0 majú po výpoète parciálnych derivácií tvar 2x+ 2 =

2y� 2 = 0, a teda jediným stacionárnym bodom je bod (�1; 1). Keï¾e D = f

xx

f

yy

� (f

xy

)

2

= 4 > 0 a

f

xx

= 2 > 0, podµa D-testu má funkcia f v bode (�1; 1) lokálne minimum. Bod (�1; 1) tentoraz le¾í

vnútri kruhu M , a teda v ïal¹om s ním budeme poèíta». Záver: Vnútri kruhu M má na¹a funkcia f

jeden lokálny extrém, a to lokálne minimum v bode (�1; 1) s hodnotou f(�1; 1) = 1.

2. Viazané extrémy. Hranica kruhu M je kru¾nica s rovnicou x

2

+ y

2

= 8. Hµadáme teda

najmen¹iu a najväè¹iu hodnotu funkcie f na krivke g(x; y) = 0, prièom g(x; y) = x

2

+y

2

�8. Pou¾ijeme

Lagrangeovu metódu; podµa (4.16) sú

"

kandidáti\ na extremálne hodnoty dané rie¹eniami sústavy

rovníc

f

x

= �g

x

; f

y

= �g

y

; g(x; y) = 0;

teda v na¹om prípade

2x+ 2 = � � 2x; 2y � 2 = � � 2y; x

2

+ y

2

� 8 = 0:

Z prvých dvoch rovníc dostávame:

x =

1

�� 1

a y =

1

1� �

;
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èo po dosadení do tretej rovnice (èi¾e do rovnice kru¾nice) dáva:

�

1

�� 1

�

2

+

�

1

1� �

�

2

= 8 :

Táto rovnica sa jednoducho upraví na tvar (� � 1)

2

=

1

4

, alebo j� � 1j =

1

2

. Odtiaµ dostávame dve

rie¹enia, �

1

=

1

2

a �

2

=

3

2

. a teda z rovníc pre x a y aj dva body, B

1

= (�2; 2) a B

2

= (2;�2),

ktoré sú

"

kandidátmi\ na nadobúdanie extremálnych hodnôt. Keï¾e kru¾nica g(x; y) = 0 je uzavretá

a ohranièená mno¾ina, funkcia f musí na nej nadobudnú» svoje maximum aj minimum. Z hodnôt

f(B

1

) = f(�2; 2) = 3 a f(B

2

) = f(2;�2) = 19 je potom zrejmý záver: Funkcia f na hranici mno¾iny

M nadobúda najmen¹iu hodnotu 3 v bode (�2; 2) a najväè¹iu hodnotu 19 v bode (2;�2).

3. Zhrnutie. Z faktov získaných vy¹¹ie je u¾ jednoduché urobi» celkový záver: Funkcia f na

mno¾ineM nadobúda globálne minimum s hodnotou 1 v bode (�1; 1) a globálne maximum s hodnotou

19 v bode (2;�2). |

4.4 Rozlièné úlohy

1. Zistite a znázornite de�nièné obory nasledujúcich funkcií:

a) f(x; y) = xy � cos(x+ y) b) g(x; y) =

p

49� x

2

� y

2

c) h(x; y) = arcsin (x

2

+ y

2

� 2) d) k(x; y) =

p

x

2

� y

2

e) l(r; t) = ln(r cos t) f) m(u; v) = log

19

(36 � 9u

2

� 4v

2

)

g) p(a; b) = arccos(4a

2

+ 9b

2

) h) q(a; b) = 1=

p

1� ab

i) r(x; y) = arcsin(2x+ y) j) s(x; y) =

p

cos(�(x

2

+ y

2

))

2. Urète a popí¹te de�nièné obory funkcií:

a) f(x; y; z) =

p

1� x

2

� y

2

� z

2

b) g(x; y; z) =

p

x

2

+ y

2

+ z

2

� 4

c) h(x; y; z) = arcsin (x

2

+ y

2

+ z

2

)

d) k(x; y; z) =

p

z � x

2

� y

2

e) l(r; s; t) = log

9

(9� r

2

� s

2

� 4t

2

)

f) m(u; v; w) = w � arccos(u

2

+ v

2

)

g) p(u; v; w) =

p

4u

2

+ 9v

2

+w

2

� 36

h) q(a; b; c) =

p

1� c

2

=

p

1� ab

i) r(x; y; z) = arcsin(2x+ y � z)

j) s(x; y; z) = ln sin(�(x

2

+ y

2

+ z

2

))

3. Pomocou znázornenia niekoµkých vrstevníc sa pokúste naèrtnú» grafy nasledujúcich funkcií:

a) f(x; y) = 2x� y + 2 b) g(x; y) = 2� x� y

c) h(x; y) = x

2

+ y

2

d) k(x; y) = x

2

+ 4y

2

e) l(x; y) =

p

x

2

+ y

2

f) m(x; y) =

p

x

2

+ 9y

2

g) p(r; s) = e

�(r

2

+s

2

)

h) q(r; s) = 2s=(r

2

+ s

2

)

i) r(u; v) = 2v=(u

2

+ v

2

) j) s(u; v) = u

2

� v

2
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4. Vypoèítajte nasledujúce limity:

a) lim

(x;y)!(2;3)

19x

2

+ 6y � 66 b) lim

(x;y)!(�;�)

sinx cos y

c) lim

(x;y)!(1;1)

x�y

x

2

�y

2

d) lim

(x;y)!(2;�2)

x

2

�y

2

x

3

+y

3

e) lim

(x;y)!(0;0)

p

9�xy�3

xy

f) lim

(x;y)!(4;4)

y

2

�xy

p

y�

p

x

g) lim

(x;y)!(1;1)

xy�x�2y+2

1�y

h) lim

(x;y)!(3;4)

y�x�1

p

x+1�

p

y

i) lim

(x;y)!(0;0)

(x

2

+ y

2

) cos

1

xy

j) lim

(x;y)!(0;0)

sin(x

4

+y

4

)

x

4

+y

4

5. Pomocou výberu vhodných kriviek

"

pribli¾ovania sa\ k bodu (x

0

; y

0

) uká¾te, ¾e nasledujúce

limity neexistujú:

a) lim

(x;y)!(0;0)

x+y

x�y

b) lim

(x;y)!(3;3)

x+y

x�y

c) lim

(x;y)!(0;0)

xy

x

2

+y

2

d) lim

(x;y)!(0;0)

x

2

�y

2

x

2

+y

2

e) lim

(x;y)!(0;0)

y

p

x

2

+y

2

f) lim

(x;y)!(0;0)

xy

p

x

4

+y

4

g) lim

(x;y)!(0;0)

y

2

y

2

+x

4

h) lim

(x;y)!(0;0)

y

y�x

2

i) lim

(x;y)!(2;4)

y

y�x

2

j) lim

(x;y)!(0;0)

sin(x

2

)

x

2

+y

6. Vypoèítajte v¹etky prvé parciálne derivácie funkcií uvedených ni¾¹ie:

a) f(x; y) = (sin

2

x� 3 cos

2

y)

19

b) g(x; y) =

p

x(3y

3

� x

2

)

c) h(x; y) = arctan

x�y

1+xy

d) k(x; y) = arcsin

q

x�y

x+y

e) l(x; y; z) =

x

y

+

y

z

�

z

x

f) m(x; y; z) =

1

p

x

2

+y

2

+z

2

g) p(r; s; t) = ln(tg(r)�

p

s

2

+ t

2

) h) q(r; s; t) =

p

s cos t+ r sin t

i) r(x; y; z) = (x+ y)

x+z

j) s(x; y; z) = (2x+ 3z)

p

yz

7. K nasledujúcim funkciám nájdite ¹tandardnú lineárnu aproximáciu v danom bode B:

a) f(x; y) = x

2

� 3xy + y

2

; B = (1; 1)

b) g(x; y) =

p

x

2

+ y

2

; B = (3; 4)

c) h(x; y) = ln

p

1 + x

2

+ y

2

B = (0; 0)

d) k(x; y) = sin(y=x) B = (1; �=3)

e) l(x; y) =

e

x

cos y

B = (0; 0)

f) m(x; y) = lnx+ ln y B = (1; 1)

g) p(x; y; z) = xy + yz + zx B = (1; 1; 1)

h) q(x; y; z) =

sin xy

z

B = (1; �=4; 1)

8. S akou pribli¾nou hodnotou relatívnej chyby objemu ku¾eµa mô¾me poèíta», ak relatívna chyba

merania polomeru podstavy je 3 percená a vý¹ky 2 percená?
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9. Doba kmitu matematického kyvadla då¾ky l je daná vz»ahom T = 2�

p

l=g. S akou pribli¾nou

chybou je urèená doba kmitu T , ak då¾ka kyvadla l je a gravitaèná kon¹tanta g sú urèené s absolútnymi

chybami �l a �g ?

10. Uká¾te, ¾e ka¾dá z nasledujúcich funkcií spåòa Laplaceovu rovnicu f

xx

+ f

yy

+ f

zz

= 0:

a) f(x; y; z) = x

2

� 2y

2

+ z

2

b) f(x; y; z) = 3x(y

2

+ z

2

)� 2x

3

c) f(x; y; z) = ln

p

x

2

+ y

2

d) f(x; y; z) = e

3x+4y

cos 5z

11. Uká¾te, ¾e pre µubovoµné kon¹tanty a; b funkcia

u =

1

2a

p

�t

e

�(x�b)

2

=(4a

2

t)

spåòa tzv. rovnicu pre ¹írenie tepla u

xx

= (1=a

2

)u

t

.

12. Pomocou re»azového pravidla uká¾te, ¾e (za predpokladu spojitosti parciálnych derivácií dru-

hého rádu) µubovoµná funkcia z = f(x+ at) + g(x� at), kde a je kon¹tanta, spåòa tzv. vlnovú rovnicu

z

tt

� a

2

z

xx

= 0.

13. Pou¾itím re»azového pravidla doká¾te, ¾e (za predpokladu spojitosti parciálnych derivácií dru-

hého rádu) pre µubovoµné funkcie jednej premennej r a s je funkcia z = xr(x=y) + ys(x=y) rie¹ením

rovnice x

2

z

xx

+ 2xy � z

xy

+ y

2

z

yy

= 0.

14. Pre nasledujúce funkcie f vypoèítajte ich gradient rf vo v¹eobecnosti, a potom aj deriváciu

v danom bode B v smere daného vektora v (pozor na nejednotkové vektory!):

a) f(x; y) = x

2

y + y

2

x ; B = (1; 2) ; v = 3i� 4j

b) f(x; y) = ln(x

2

+ y

2

) ; B = (1; 1) ; v = 8i+ 6j

c) f(x; y) = arcsin(x� 2y) ; B = (2; 1) ; v = i� j

d) f(x; y; z) = xy + yz + zx ; B = (1; 2; 3) ; v = 2i� 2j+ k

e) f(x; y:z) = 3e

z

cos xy ; B = (0; 0; 0) ; v = �i+ 2j+ 2k

f) f(x; y:z) = sinxy + e

xz

+ ln(yz) ; B = (0; 1; 1=2) ; v = 4i+ 4j� 2k

g) f(x; y:z) =

p

x

2

+ y

2

+ z

2

; B = (1;�2; 2) ; v = i+ j+ k

h) f(x; y:z) = 1=

p

x

2

+ y

2

+ z

2

; B = (1; 1; 1) ; v = i� 2j� 2k

i) f(x; y:z) = arcsin(z=

p

x

2

+ y

2

) ; B = (1; 1; 1) ; v = 2i+ 2j+ k

j) f(x; y:z) = (

p

x

2

+ y

2

+ z

2

)

3

; B = (2; 2;�1) ; v = 3j� 4k

15. Vypoèítajte rovnice dotykových rovín ku daným plochám v daných bodoch B metódou gra-
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dientov alebo metódou linearizácie:

a) z = x

2

+ y

2

; B = (1;�2; 5)

b) z

2

= x

2

+ y

2

; B = (�3; 4; 5)

c) x

2

+ y

2

+ z

2

= 19 ; B = (3;�1; 3)

d) xz + e

yz

� xy

2

= 3 ; B = (1; 0; 2)

e) z = 4arctan

p

xy ; B = (1; 1; �)

f) z = e

�(x

2

+y

2

)=25

; B = (4; 3; e

�1

)

g) e

x�y

cos(yz) = �e ; B = (2; 1; �)

h) log

2

(x

2

+ y

2

� 1) +

p

y + 2z = 4 ; B = (1; 2; 1)

16. Urète stacionárne body, lokálne extrémy a sedlové body grafov nasledujúcich funkcií:

a) f(x; y) = x

2

� 6x+ y

2

� 4y + 5

b) g(x; y) = x

2

+ xy + 7x� y

2

+ 11y � 8

c) h(u; v) = uv � u

2

� v

2

� 6u

d) k(u; v) = 5 + 2u+ uv + v

2

+ 3v

e) l(a; b) = 2a

2

+ 3ab+ 4b

2

� 5a+ 2b

f) m(a; b) = 4a+ 19� a

2

� ab� b

2

� b

g) p(r; s) = r

2

� 2rs+ s

2

+ 4r � 4s+ 4

h) q(r; s) = r

2

� 2s

2

� 3r + 5s� 19

i) u(x; y) = x

2

+ xy + y

2

� 3x+ 3y � 6

j) v(x; y) = xy + 8y � 2x

2

� 3y

2

� 9x� 66

17. Vypoèítajte v¹etky stacionárne body, lokálne extrémy a sedlové body funkcií:

a) f(x; y) = x

2

� 3xy

2

+ y

4

b) g(x; y) = x

3

+ 3xy + y

3

c) h(u; v) = u

3

� u

2

� v

3

+ v

2

d) k(u; v) = 5� u

3

+ 2uv + v

3

e) l(a; b) = a

3

+ b

3

� 3a

2

+ 3b

2

+ 19

f) m(a; b) = 2a

3

� 6a

2

� 6ab� 3b

2

+ 5

g) p(r; s) = r

4

� 4rs+ s

4

� 1

h) q(r; s) = 5rs+ 25=r + 8=s

i) u(x; y) = xy ln(x

2

+ y

2

)

j) v(x; y) = (2x

2

+ y

2

)e

�(x

2

+y

2

)

18. Lagrangeovou metódou urète najmen¹iu a najväè¹iu hodnotu funkcie z = f(x; y) na krivke
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g(x; y) = 0, ak:

a) f(x; y) = xy + x� y + 5 na krivke x+ y = 1

b) f(x; y) = 15x

2=3

y

1=3

na krivke x+ y = c ; c > 0

c) f(x; y) = y

2

� x na krivke x

2

+ y

2

= 1

d) f(x; y) = x

2

� y

2

na krivke x

2

+ y

2

= 9

e) f(x; y) = x

2

� 4xy + 4y

2

na krivke x

2

+ y

2

= 25

f) f(x; y) = x+ y na krivke xy = 36 ; x; y > 0

g) f(x; y) = xy na krivke x+ y = 10

h) f(x; y) = x

2

+ y

2

na krivke x

2

� 2x+ y

2

� 4y = 0

19. Lagrangeovou metódou urète najmen¹iu a najväè¹iu hodnotu funkcie w = f(x; y; z) na ploche

g(x; y; z) = 0, ak:

a) f(x; y; z) = �xyz na ploche 3x+ 4y + z � 6 = 0

b) f(x; y; z) = x

2

+ y

2

+ z

2

na ploche x+ y + z = 9

c) f(x; y; z) = x+ 2y + 3z na ploche x

2

+ y

2

+ z

2

= 14

d) f(x; y; z) = xyz na ploche x

2

+ y

2

+ z

2

= 27

e) f(x; y; z) = xyz

2

na ploche x

2

+ y

2

+ z

2

= 1

f) f(x; y; z) = (xyz)

2

na ploche x

2

+ y

2

+ z

2

= 3

g) f(x; y; z) = x+ y + z na ploche 1=x+ 4=y + 9=z = 6

h) f(x; y; z) = 2x

2

� 4y + yz na ploche 4x

2

+ 4y

2

+ z

2

= 16

20) Vypoèítajte globálne extrémy nasledujúcich funkcií na daných dvojrozmerných útvaroch M :

a) f(x; y) = x

2

+ 2xy + 2y

2

� 2x, M je obdå¾nik s vrcholmi (0;�2), (3;�2), (3; 1) a (0; 1).

b) f(x; y) = x

3

+ y

3

� 3xy + 5, M je obdå¾nik s vrcholmi (0;�1), (2;�1), (2; 2) a (0; 2).

c) f(x; y) = x

2

� 8xy + 8y

2

, M je trojuholník s vrcholmi (0; 0), (4; 0) a (4; 4);

d) f(x; y) = x

2

� 2y

2

+ 4xy � 6x, M je trojuholník s vrcholmi (0; 0), (3; 0) a (0; 3);

e) f(x; y) = xy

2

(4� x� y), M je trojuholník s vrcholmi (0; 0), (6; 0) a (0; 6);

f) f(x; y) = x

2

+ 2x+ 3y

2

, M je kruh so stredom v poèiatku a s polomerom 1.

g) f(x; y) = x

2

� y

2

, M je kruh so stredom v poèiatku a s polomerom 2.

h) f(x; y) = (2x

2

+ 3y

2

)e

�(x

2

+y

2

)

, M je kruh so stredom v poèiatku a s polomerom 2.

21. Do pologule s polomerom r vpí¹te pravouhlý rovnobe¾nosten s najväè¹ím a) objemom, b)

povrchom.

22. Do ku¾eµa s polomerom r a vý¹kou v vpí¹te valec s najväè¹ím a) objemom, b) povrchom.

23. Zo v¹etkých valcových nádob s daným povrchom S nájdite takú, ktorá má najväè¹í objem.

24. Pomocou Lagrangeovej metódy nájdite vzdialenos» roviny 3x+ y + 2z = 13 od bodu (1; 1; 1).

25. Na ploche z = 3 + xy nájdite bod, ktorý je najbli¾¹ie ku poèiatku súradnicovej sústavy.
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4.5 Výsledky

1. a) R

2

; celá rovina.

b) f(x; y); x

2

+ y

2

� 7

2

g; kruh so stredom v poèiatku a polomerom 7.

c) f(x; y); 1 � x

2

+y

2

� 3g; medzikru¾ie ohranièené kru¾nicami so stredom v poèiatku a polomermi

1 a

p

3.

d) f(x; y); jxj � jyjg; èas» roviny ohranièená priamkami y = x a y = �x a obsahujúca os x.

e) f(r; t); [r > 0 a �

�

2

+ 2k� < t <

�

2

+2k�] alebo [r < 0 a

�

2

+ 2k� < t <

3�

2

+ 2k�]g; sústava

"

striedajúcich sa\ pásov v rovine.

f) f(u; v); u

2

=4 + v

2

=9 < 1g; vnútro elipsy s poloosami 2 a 3.

g) f(a; b); 4a

2

+ 9b

2

� 1g; elipsa s poloosami 1=2 a 1=3.

h) f(a; b); ab < 1g; èas» roviny ohranièená vetvami hyperboly b = 1=a obsahujúca bod (0; 0).

i) f(x; y); �1 � 2x+ y � 1g; pás ohranièený priamkami y = �1� 2x a y = 1� 2x obsahujúci bod

(0; 0).

j) f(x; y); x

2

+ y

2

�

1

2

g spolu s f(x; y); �

1

2

+ 2k � x

2

+ y

2

�

1

2

+ 2kg pre k � 1; sústava

koncentrických medzikru¾í.

2. a) f(x; y; z); x

2

+ y

2

+ z

2

� 1g; guµa so stredom v poèiatku a polomerom 1.

b) f(x; y; z); x

2

+ y

2

+ z

2

� 4g; doplnok vnútra gule so stredom v poèiatku a polomerom 2.

c) f(x; y; z); x

2

+ y

2

+ z

2

� 1g; guµa so stredom v poèiatku a polomerom 1.

d) f(x; y; z); x

2

+ y

2

� zg; rotaèný paraboloid s osou z.

e) f(r; s; t); r

2

+ s

2

+ 4t

2

< 9g; vnútraj¹ok elipsoidu s poloosami 3, 3, a 3=2.

f) f(u; v; w); u

2

+ v

2

� 1g; valec s osou w a polomerom 1.

g) f(u; v; w); 4u

2

+ 9v

2

+ w

2

� 36g; doplnok elipsoidu a poloosami 3, 2, a 6.

h) f(a; b; c); �1 � c � 1 a ab < 1g; vrstva

"

nad\ a

"

pod\ tou èas»ou roviny urèenej osami a, b,

ktorá je ohranièená vetvami hyperboly b = 1=a a obsahuje poèiatok; hrúbka vrstvy je 2.

i) f(x; y; z); �1 � 2x+ y � z � 1g; vrstva ohranièená rovinami z = 2x+ y � 1 a z = 2x+ y + 1.

j) f(x; y; z); 2k < x

2

+ y

2

+ z

2

< 2k + 1g pre k � 0. Zjednotenie nekoneène mnohých mno¾ín M

k

v priestore, kdeM

k

je èas» priestoru ohranièená guµovými plochami so stredmi v poèiatku a polomermi

p

2k a

p

2k + 1; hranièné plochy do M

k

nepatria.

3. Rie¹enia sú na obrázkoch 4.10 az 4.19.

-2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2

0

5

-2

-1

0

1

-2

-1

0

1

Obr. 4.10: f(x; y) = 2x� y + 2

4. a) 28. b) 0. c) 1/2. d) 1/3. e) -1/6. f) 16. g) 1. h) -4. i) 0. j) 1.

5. a)-f): Pou¾ite priamky y = k

1

x a y = k

2

x.

g)-j): Pou¾ite paraboly y = k

1

x

2

a y = k

2

x

2

.
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Obr. 4.11: g(x; y) = 2� x� y
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Obr. 4.12: h(x; y) = x

2

+ y
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Obr. 4.13: k(x; y) = x

2

+ 4y

2
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Obr. 4.14: l(x; y) =

p

x

2

+ y
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Obr. 4.15: m(x; y) =

p

x

2

+ 9y
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Obr. 4.16: p(r; s) = e

�(r

2

+s

2

)
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Obr. 4.17: q(r; s) = 2s=(r

2

+ s

2

)
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Obr. 4.18: r(u; v) = 2v=(u

2

+ v

2

)



4.5. VÝSLEDKY 157

-2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2

-4

-2

0

2

4

-2

-1

0

1

-2

-1

0

1

Obr. 4.19: s(u; v) = u

2

� v

2

6.

a) f

x

= 19(sin

2

x� 3 cos

2

y)

18

sin 2x; f

y

= 57(sin

2

x� 3 cos

2

y)

18

sin 2y.

b) g

x

=

3

2

y

3

�x

2

p

x(3y

3

�x

2

)

; g

y

=

9y

2

2

q

x

3y

3

�x

2

.

c) h

x

= 1=(1 + x

2

); h

y

= �1=(1 + y

2

).

d) k

x

=

p

y

2

p

x

p

x

2

�y

2

; k

y

= �

p

x

2

p

y

p

x

2

�y

2

.

e) l

x

=

1

y

+

z

x

2

; l

y

= �

x

y

2

+

1

z

; l

z

= �

y

z

2

�

1

x

.

f) m

x

= �

x

(

p

x

2

+y

2

+z

2

)

3

; ïalej symetricky.

g) p

r

= [(tg(r)�

p

s

2

+ t

2

) cos

2

r]

�1

; p

t

= �s[

p

s

2

+ t

2

tg(r)� s

2

� t

2

]

�1

; atï.

h) q

r

=

sin t

2

p

s cos t+r sin t

; q

s

=

cos t

2

p

s cos t+r sin t

; q

t

=

�s sin t+r cos t

2

p

s cos t+r sin t

.

i) r

x

= (x+ y)

x+z

[ln(x+ y) +

x+z

x+y

]; r

y

= (x+ y)

x+z

x+z

x+y

;

r

z

= (x+ y)

x+z

ln(x+ y).

j) s

x

= 2

p

yz(2x+ 3z)

p

yz�1

; s

y

=

p

z

2

p

y

(2x+ 3z)

p

yz

ln(2x+ 3z);

s

z

= (2x+ 3z)

p

yz

[

1

2

q

y

z

ln(2x+ 3z) +

3

p

yz

2x+3y

].

7.

a) f(x; y) _= 1� x� y .
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b) g(x; y) _= (3x+ 4y)=5 .

c) h(x; y) _= 0 .

d) k(x; y) _=

p

3

2

�

�

6

x+

1

2

y .

e) l(x; y) _= 1 + x .

f) m(x; y) _= x+ y � 2 .

g) p(x; y; z) _= 2(x+ y + z)� 3 .

h) q(x; y; z) _=

p

2

2

(

�

4

x+ y � z +

4��

2

) .

8. 8 percent.

9. �T = �

q

g

l

(�l +

1

g

2

�g) .

14.

a) rf = y(2x+ y)i+ x(x+ 2y)j; u =

3

5

i�

4

5

j; D

u

f(B) = 4=5.

b) rf =

2x

x

2

+y

2

i+

2y

x

2

+y

2

j; u =

4

5

i+

3

5

j; D

u

f(B) = 7=5.

c) rf =

1

p

1�(x�2y)

2

i�

2

p

1�(x�2y)

2

j; u =

1

p

2

i�

1

p

2

j; D

u

f(B) = 3=

p

2.

d) rf = (y + z)i+ (z + x)j+ (x+ y)k; u =

2

3

i�

2

3

j+

1

3

k; D

u

f(B) = 5=3.

e) rf = �(3ye

z

sinxy)i� (3xe

z

sinxy)j+ (3e

z

cos xy)k; u = �

1

3

i+

2

3

j+

2

3

k; D

u

f(B) = 2.

f) rf = (y cos xy + ze

xz

)i+ (x cos xy +

1

y

)j+ (xe

xz

+

1

z

)k; u =

2

3

i+

2

3

j�

1

3

k; D

u

f(B) = 1.

g) rf =

x

p

x

2

+y

2

+z

2

i+

y

p

x

2

+y

2

+z

2

j+

z

p

x

2

+y

2

+z

2

k; u =

1

p

3

i+

1

p

3

j+

1

p

3

k; D

u

f(B) = 1=(3

p

3).

h) rf = �

x

(

p

x

2

+y

2

+z

2

)

3

i�

y

(

p

x

2

+y

2

+z

2

)

3

j�

z

(

p

x

2

+y

2

+z

2

)

3

k; u =

1

3

i�

2

3

j�

2

3

k;

D

u

f(B) = 1=(3

p

3).

i) rf = �

xz

(x

2

+y

2

)

p

x

2

+y

2

�z

2

i�

yz

(x

2

+y

2

)

p

x

2

+y

2

�z

2

j+

1

p

x

2

+y

2

�z

2

k; u =

2

3

i+

2

3

j+

1

3

k;

D

u

f(B) = �1=3.

j) rf = 3x

p

x

2

+ y

2

+ z

2

i+ 3y

p

x

2

+ y

2

+ z

2

j+ 3z

p

x

2

+ y

2

+ z

2

k; u = 0i+

3

5

j�

4

5

k;

D

u

f(B) = 18.

15.

a) 2x� 4y � z � 5 = 0 .

b) 3x� 4y + 5z = 0 .

c) 3x� y + 3z � 19 = 0 .

d) 2x+ 2y + z � 4 = 0 .

e) x+ y � z + (� � 2) = 0 .

f) 8x+ 6y + 25ez � 75 = 0 .
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g) x� y � 1 = 0 .

h) 2x+ (4 + ln 2)y + 2 ln 2z � (10 + 4 ln 2) = 0 .

16. a) Stacionárny bod (3; 2), v ktorom má funkcia lokálne minimum.

b) Stacionárny bod (�5; 3), v ktorom má funkcia sedlový bod.

c) Stacionárny bod (�4;�2), v ktorom má funkcia lokálne maximum.

d) Stacionárny bod (1;�2), v ktorom má funkcia sedlový bod.

e) Stacionárny bod (2;�1), v ktorom má funkcia lokálne minimum.

f) Stacionárny bod (3;�2), v ktorom má funkcia lokálne maximum.

g) Nekoneène mnoho stacionárnych bodov tvaru (r; r + 2). Keï¾e D = 0, nemo¾no záver urobi»

podµa D-testu. Av¹ak µahkou úpravou vidíme, ¾e p(r; s) = (r � s+ 2)

2

, a teda v ka¾dom z uvedených

stacionárnych bodov nadobúda na¹a funkcia lokálne minimum.

h) Stacionárny bod (3=2; 5=4), v ktorom má funkcia sedlový bod.

i) Stacionárny bod (3;�3), v ktorom má funkcia lokálne minimum.

j) Stacionárny bod (�2; 1), v ktorom má funkcia lokálne maximum.

17. a) Jediný stacionárny bod (0; 0). Keï¾e D = 0, nie je mo¾né pou¾i» D-test. Zo správania sa funkcie

f pozdå¾ osi y (teda pre x = 0) a pozdå¾ paraboly x = y

2

je v¹ak jasné, ¾e bod (0; 0) je sedlovým

bodom.

b) Dva stacionárne body B

1

= (0; 0), B

2

= (�1;�1); bod B

1

je sedlovým bodom a v B

2

sa

nadobúda lokálne maximum.

c) ©tyri stacionárne body B

1

= (0; 0), B

2

= (0; 2=3), B

3

= (2=3; 0), B

4

= (2=3; 2=3). Body B

1

a

B

4

sú sedlovými bodmi, v bode B

2

má funkcia lokálne maximum a v B

3

má lokálne minimum.

d) Dva stacionárne body B

1

= (0; 0), B

2

= (�2=3; 2=3); bod B

1

je sedlovým bodom a v B

2

sa

nadobúda lokálne minimum.

e) ©tyri stacionárne body B

1

= (0; 0), B

2

= (0;�2), B

3

= (2; 0), B

4

= (2;�2). Body B

1

a B

4

sú

sedlovými bodmi, v bode B

2

má funkcia lokálne maximum a v B

3

má lokálne minimum.

f) Dva stacionárne body B

1

= (0; 0), B

2

= (1;�1); bod B

1

je bodom lokálneho maxima a B

2

je

sedlovým bodom.

g) Tri stacionárne body B

1

= (0; 0), B

2

= (1; 1) B

3

= (�1;�1); bod B

1

je sedlovým bodom a

v bodoch B

2

a B

3

sa nadobúda lokálne minimum.

h) Jediný stacionárny bod (5=2; 4=5), v ktorom sa nadobúda lokálne minimum.

i) Osem stacionárnych bodov B

1

= (0; 1), B

2

= (0;�1), B

3

= (1; 0), B

4

= (�1; 0), B

5

=

(1=

p

2e; 1=

p

2e), B

6

= (�1=

p

2e; 1=

p

2e),

B

7

= (1=

p

2e;�1=

p

2e), B

8

= (�1=

p

2e;�1=

p

2e). Body B

1

a¾ B

4

sú sedlovými bodmi, v bodoch B

5

a B

8

sa nadobúda lokálne minimum a v bodoch B

6

a B

7

lokálne maximum.

j) Pä» stacionárnych bodov B

1

= (0; 0), B

2

= (0; 1), B

3

= (0;�1), B

4

= (1; 0), B

5

= (�1; 0);

v bode B

1

je lokálne minimum, v bodoch B

4

a B

5

sa nadobúda lokálne maximum, a B

2

, B

3

sú sedlové

body.

18. a) Najväè¹ia hodnota 25=4 v bode (3=2;�1=2); najmen¹ia hodnota neexistuje.

b) Najväè¹ia hodnota 5c � 4

1=3

v bode (2c=3; c=3); najmen¹ia hodnota neexistuje.

c) Najväè¹ia hodnota 5=4 v bodoch (�1=2;�

p

3=2) a (�1=2;

p

3=2); najmen¹ia hodnota �1 v bode

(1; 0).

d) Najväè¹ia hodnota 9 v bodoch (�3; 0) a (3; 0); najmen¹ia hodnota �9 v bodoch (0;�3) a (0; 3).

e) Najväè¹ia hodnota 125 v bodoch (�

p

5; 2

p

5) a (

p

5;�2

p

5); najmen¹ia hodnota 0 v bodoch

(2

p

5;

p

5) a (�2

p

5;�

p

5).

f) Najmen¹ia hodnota 12 v bode (6; 6); najväè¹ia hodnota neexistuje.

g) Najväè¹ia hodnota 25 v bode (5; 5); najmen¹ia hodnota neexistuje.
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h) Najmen¹ia hodnota 0 v bode (0; 0); najväè¹ia hodnota 20 v bode (2; 4).

19. a) Najmen¹ia a najväè¹ia hodnota v danom prípade neexistuje. Lagrangeova metóda síce dáva 4

kandidátov na extrém, ale v ¾iadnom z nich sa naozaj najmen¹ia a najväè¹ia hodnota nenadobúda.

Pozri Príklad 3 v 4.3.2.

b) Najmen¹ia hodnota je 27 a nadobúda sa v bode (3; 3; 3); najväè¹ia hodnota neexistuje.

c) Najmen¹ia hodnota �14 v bode (�1;�2;�3), najväè¹ia hodnota 14 v bode (1; 2; 3).

d) Najmen¹ia hodnota �27 v bodoch (�3; 3; 3), (3;�3; 3), (3; 3;�3) a (�3;�3;�3); najväè¹ia

hodnota 27 v bodoch (3; 3; 3), (�3;�3; 3), (�3; 3;�3) a (3;�3;�3).

e) Najmen¹ia hodnota �1=8 v bodoch (1=2;�1=2; 1=

p

2), (1=2;�1=2;�1=

p

2), (�1=2; 1=2; 1=

p

2)

a (�1=2; 1=2;�1=

p

2); najväè¹ia hodnota 1=8 v bodoch (1=2; 1=2; 1=

p

2), (1=2; 1=2;�1=

p

2),

(�1=2;�1=2; 1=

p

2) a (�1=2;�1=2;�1=

p

2).

f) Najmen¹ia hodnota je 0 a nadobúda sa v nekoneène mnohých bodoch (práve v tých, ktoré majú

aspoò jednu súradnicu nulovú); najväè¹ia hodnota 1 sa nadobúda v 8 bodoch tvaru (�1;�1;�1).

g) Najmen¹ia a najväè¹ia hodnota v danom prípade neexistuje; pozri aj Príklad 3 v 4.3.2.

h) Najmen¹ia hodnota �6

p

3 v bode (0;

p

3;�2); najväè¹ia hodnota 32=3 v bodoch

(�4=3;�4=3;�4=3).

20. a) Globálne minimum �2 v bode (2;�1) vnútriM ; globálne maximum 11 v bode (3; 1) na hranici

M .

b) Globálne minimum 4 v bodoch (1; 1) vnútri M a (0;�1) na hranici M ; globálne maximum 18

v bode (2;�1) na hranici M .

c) Globálne minimum �16 v bode (4; 2) na hranici M ; globálne maximum 16 v bodoch (4; 0) a

(4; 4) na hranici M .

d) Globálne minimum �18 v bode (0; 3) na hranici M ; globálne maximum 0 v bode (0; 0) na

hranici M .

e) Globálne minimum �64 v bode (2; 4) na hranici M ; globálne maximum 4 v bode (1; 2) vnútri

M .

f) Globálne minimum �1 v bode (�1; 0) na hranici M ; globálne maximum 7=2 v bodoch

(1=2;�

p

3=2) na hranici M .

g) Globálne minimum �4 v bodoch (0;�2) na hranici M ; globálne maximum 4 v bodoch (�2; 0)

na hranici M .

h) Globálne minimum 0 v bode (0; 0) vnútri M ; globálne maximum 3=e v bodoch (0;�1) vnútri

M .

21. a) aj b): V oboch prípadoch je rie¹ením kocka s hranou 2r=

p

3.

22. a) Valec má polomer 2r=3 a vý¹ku v=3.

b) Úloha má zmysel len ak v > 2r, a potom je rie¹ením valec s polomerom vr=(2v � 2r) a vý¹kou

v(v � 2r)=(2v � 2r).

23. Rie¹ením je valec, ktorého vý¹ka sa rovná jeho priemeru.

24. Bod (5=2; 3=2; 2).

25. Body (

p

2;�

p

2; 1) a (�

p

2;

p

2; 1).



Kapitola 5

Diferenciálna geometria

5.1 Úvod

Diferenciálna geometria je oblas» matematiky, v ktorej sa skúmajú vlastnosti geometrických útva-

rov (v na¹om prípade kriviek v priestore alebo v rovine) metódami diferenciálneho poètu. Preto bude

u¾itoèné ovláda» základy analytickej geometrie, funkcie jednej reálnej premennej a diferenciálny poèet

(kapitoly 2, 6, 7, Rie¹ené úlohy z matematiky I). Diferenciálna geometria dáva konkrétnu náplò for-

málnemu matematickému aparátu mno¾stvom aplikácií fyzikálneho rázu napr. v mechanike, geodézii

a kartogra�i.

5.2 Pojem krivky

Krivku k si mô¾eme predstavi» ako súvislú dráhu pohybujúceho sa bodu P . Ak zvolíme karteziánsku

súradnicovú sústavu (O; i; j;k), poloha bodu P = P (t) v èase t je jednoznaène daná polohovým

vektorom p(t) = P�O.

(t)p

=   (t)pp

x y

z

i j

k

0

t

J

P(t)

k

Obr. 5.1: Krivka.

5.2.1 Vektorová funkcia

Základom theórie kriviek je pojem vektorovej funkcie jednej reálnej premennej, funkcie p, ktorá

ka¾dému èíslu t z jednorozmerného intervalu J priraïuje práve jeden vektor p(t). Pre túto funkciu

pou¾ívame zápis

p = p(t); t 2 J; (5.1)

161
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alebo po zlo¾kách

p = [x(t); y(t); z(t)]; t 2 J; (5.2)

resp.

p = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k; t 2 J; (5.3)

kde x(t); y(t); z(t) sú reálne funkcie de�nované na spoloènom intervale J . Pre vektorovú funkciu mô-

¾eme vzhµadom na vz»ah (5.3) de�nova» pojmy limita, spojitos» a derivácia pomocou týchto pojmov

pre reálnu funkciu reálnej premennej (kapitoly 6.5, 6.6 a 7, Rie¹ené úlohy z matematiky I).

Vektorová funkcia p(t) má v bode t

0

limitu p

0

lim

t!t

0

p(t) = p

0

;

ak pre ka¾dú postupnos» ft

n

g takú, ¾e

lim

n!1

t

n

= t

0

; t

n

6= t

0

; t

n

2 J;

príslu¹ná postupnos» funkèných hodnôt fp(t

n

)g konverguje k vektoru p

0

. Vektorová funkcia (5.3) má

v bode t

0

limitu práve vtedy, ak v tomto bode majú limitu reálne funkcie x(t); y(t); z(t).

Vektorová funkcia p(t) je spojitá v bode t

0

, ak

lim

t!t

0

p(t) = p(t

0

):

Vektorová funkcia (5.3) je spojitá v bode t

0

práve vtedy, ak sú v tomto bode spojité reálne funkcie

x(t); y(t); z(t).

Vektorová funkcia p(t) má deriváciu dp(t)=dt v bode t

0

ak existuje limita

�

dp(t)

dt

�

t=t

0

= lim

t!t

0

p(t)� p(t

0

)

t� t

0

:

Vektorová funkcia (5.3) má v bode t

0

deriváciu práve vtedy, ak v tomto bode majú deriváciu reálne

funkcie x(t); y(t); z(t).

5.2.2 Vektorová rovnica krivky

Krivkou k nazývame graf vektorovej funkcie p(t) reálnej premennej (parametra) t, ak funkcia p(t)

má tieto vlastnosti:

1. je de�novaná na intervale J ,

2. je spojitá na intervale J ,

3. existuje taký rozklad fht

k�1

; t

k

ig, k = 1; 2; : : : intervalu J , ¾e je prostá na mno¾ine J � ft

k

g

k

.

Rovnicu (5.1) (resp. (5.2) a (5.3)) nazývame vektorovou rovnicou krivky k v danom súradni-

covom systéme. Ak je funkcia p(t) prostá na celom intervale J , hovoríme o jednoduchej krivke,

v opaènom prípade krivka obsahuje viacnásobné body. Ak je funkcia p(t) de�novaná na uzavretom

intervale J = ha; bi, potom krivka sa nazýva oblúk.

Príklad 1. Vektorová funkcia

p(t) = [r cos t; r sin t; ct]; (5.4)

kde t 2 (�1;1), r > 0, c 6= 0 je spojitá a prostá na obore de�nície. Jej grafom je rovnomerná

skrutkovica, le¾iaca na rotaènej valcovej ploche x

2

+ y

2

= r

2

. Je to jednoduchá krivka. |

Príklad 2. Krivka p(t) = [t

2

; t � t

3

; t

4

+ 1] nie je jednoduchá, lebo pre t = 1 a t = �1 je

p(1) = p(�1), teda funkcia p(t) nie je prostá. Bod [1; 0; 2] je dvojnásobným bodom tejto krivky. |
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5.2.3 Parametrické, explicitné a implicitné rovnice krivky

Vektorová rovnica (5.1) krivky je ekvivalentná s parametrickými rovnicami priestorovej krivky

x = x(t); y = y(t); z = z(t); t 2 J: (5.5)

Ak sú dané dve reálne funkcie

y = f(x); z = g(x); x 2 J; (5.6)

resp.

z = f(y); x = g(y); y 2 J;

alebo

x = f(z); y = g(z); z 2 J;

de�nované a spojité na spoloènom intervale J , potom sú rovnice (5.6) (resp. iná uvedená dvojica

rovníc) explicitnými rovnicami krivky v priestore. Ak sú dané dve reálne funkcie

h(x; y; z) = 0; l(x; y; z) = 0; (5.7)

de�nované a spojité na spoloènej trojrozmernej oblasti 
 2 E

3

a hodnos» matice

M(x; y; z) =

0

B

B

B

B

@

@h

@x

@h

@y

@h

@z

@l

@x

@l

@y

@l

@z

1

C

C

C

C

A

je rovná dvom v ka¾dom bode [x; y; z], ktorý vyhovuje rovniciam (5.7), potom rovnice (5.7) sú im-

plicitnými rovnicami krivky v priestore. Krivka je tak de�novaná ako prienik dvoch plôch daných

rovnicami (5.7).

Príklad 3. Napí¹me parametrické, explicitné a implicitné rovnice skrutkovice (5.4)

Rie¹enie: Rozpísaním vektorovej rovnice (5.4) dostaneme tri parametrické rovnice skrutkovice

v tvare

x = r cos t; y = r sin t; z = ct:

Z poslednej rovnice vyjadríme parameter t ako funkciu premennej z

t = z=c;

a dosadíme ho do prvých dvoch rovníc. Dostaneme nasledujúci tvar

x = r cos(z=c); y = r sin(z=c)

explicitných rovníc x = f(z), y = g(z) danej skrutkovice. Implicitné rovnice napí¹eme veµmi jednodu-

cho

x� r cos(z=c) = 0; y � r sin(z=c) = 0:

|

Príklad 4. Napí¹me parametrické vyjadrenie krivky danej implicitnými rovnicami

xy � 1 = 0; x+ y � z = 0; x > 0; y > 0: (5.8)
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Rie¹enie: Z rovníc (5.8) vyjadríme dve premenné ako funkciu zostávajúcej premennej. Tak zís-

kame explicitné vyjadrenie tejto krivky

y =

1

x

; z = x+ y = x+

1

x

; x > 0:

Od explicitného vyjadrenia prejdeme k jednoduchej parametrizácii krivky (5.8)

x = t; y =

1

t

; z = t+

1

t

; t > 0:

|

5.2.4 Regulárna krivka

Metódami diferenciálneho poètu mô¾eme skúma» iba krivky, ktorých rovnice spåòajú urèité predpo-

klady týkajúce sa ich derivácií. Okrem spojitosti funkcie p(t) predpokladáme spojitos» jej prvej

derivácie podµa v¹eobecného parametra t, ktorú budeme oznaèova»

_p(t) =

dp(t)

dt

=

�

dx(t)

dt

;

dy(t)

dt

;

dz(t)

dt

�

:

Bod P (t) pre t 2 J , v ktorom existuje _p(t) a je _p(t) 6= 0 nazývame regulárny bod krivky. Ak je

_p(t) 6= 0;

respektíve

( _x(t))

2

+ ( _y(t))

2

+ ( _z(t))

2

6= 0 (5.9)

pre µubovoµný bod t 2 J , krivka k je regulárna.

Príklad 5. Krivka p(t) = [t

2

; t � t

3

; t

4

+ 1] je regulárna, lebo _p(t) = [2t; 1 � 3t

2

; 4t

3

] 6= 0 pre

µubovoµný bod t 2 J . |

Príklad 6. Krivka p(t) = [t

2

; t

4

� t

6

; t

4

+ 1] nie je regulárna, lebo _p(t) = [2t; 4t

3

� 6t

5

; 4t

3

] = 0

pre t = 0. |

Ka¾dý bod krivky, ktorý nie je regulárny nazývame singulárnym bodom krivky. Týmito bodmi

a ich klasi�káciou sa nebudeme zaobera» a budeme pracova» iba s regulárnymi krivkami.

5.2.5 Transformácia parametra krivky

Pri ¹túdiu krivky danej rovnicou (5.1) je niekedy výhodné prejs» k inej vektorovej rovnici tejto krivky,

t.j. previes» regulárnu transformáciu parametra. Ak de�nujeme funkciu

t = t(t

�

); t

�

2 J

�

; (5.10)

spojitú na J

�

aj s prvou deriváciou a

dt

dt

�

6= 0 pre ka¾dé t

�

2 J

�

, potom je funkcia (5.10) rýdzo

monotónna a realizuje vzájomne jednoznaèné zobrazenie intervalu J

�

na interval J . Rovnica (5.1) a

rovnica

p = p[t(t

�

)] = p(t

�

); t

�

2 J

�

;

sú potom vektorovými rovnicami jednej a tej istej krivky.

Príklad 7. Vektorovou rovnicou

p = [2t

4

; sin t

2

; e

t

2

]; t 2 (1; 2); (5.11)
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je de�novaná urèitá regulárna krivka. Funkcia

t(t

�

) =

p

t

�

; t

�

2 (1; 4); (5.12)

zobrazuje interval (1; 4) jednoznaène na interval (1; 2). Pomocou (5.12) prevedieme regulárnu trans-

formáciu parametra. Dosadí me (5.12) do (5.11) a dostaneme nové vektorové vyjadrenie skúmanej

krivky, a to v tvare

p = [2(t

�

)

2

; sin t

�

; e

t

�

]; t

�

2 (1; 4): (5.13)

K funkcii (5.12) mô¾eme zostroji» inverznú funkciu

t

�

(t) = t

2

; t 2 (1; 2); (5.14)

a prevedením regulárnej transformácie parametra na (5.13) pomocou (5.14) dostávame pôvodnú vek-

torovú rovnicu (5.11). |

5.2.6 Orientácia krivky

Nech p = p(t), t 2 J je parametrizácia krivky k. Nech P (t

1

) a P (t

2

) sú dva body krivky k, ktoré

odpovedajú hodnotám t

1

a t

2

z intervalu J takým, ¾e t

1

< t

2

. Na danej krivke k mô¾eme zvoli»

dve navzájom opaèné orientácie. V jednej orientácii je bod P (t

1

) pred bodom P (t

2

) (zapisujeme

P (t

1

) � P (t

2

)), v druhej orientácii je bod P (t

2

) pred bodom P (t

1

) (P (t

2

) � P (t

1

)). Hovoríme, ¾e

krivka je orientovaná súhlasne s parametrizáciou, ak platí

P (t

1

) � P (t

2

), t

1

< t

2

(5.15)

a krivka je orientovaná nesúhlasne s parametrizáciou, ak platí

P (t

1

) � P (t

2

), t

1

< t

2

: (5.16)

Krivka k s jedným z usporiadaní (5.15), (5.16) sa nazýva orientovaná krivka.

Príklad 8. Pre polkru¾nicu s polomerom r = 1 so stredom v zaèiatku, ktorá le¾í v 1. a 2.

kvadrante máme dve parametrizácie

p

1

= cos t i+ sin t j; t 2 h0; �i; (5.17)

p

2

= t i+

p

1� t

2

j; t 2 h�1; 1i: (5.18)

Pri parametrizácii (5.17) je bodA = [1; 0] obrazom parametra t = 0, bodB = [0; 1] obrazom parametra

t = �=2 a bod C = [�1; 0] obrazom parametra t = �. V orientácii súhlasnej s touto parametrizáciou

je A � B � C. Pri parametrizácii (5.18) je bod A obrazom parametra t = 1, bod B obrazom para-

metra t = 0 a bod C obrazom parametra t = �1. V orientácii súhlasnej s touto parametrizáciou je

C � B � A. |

5.2.7 Då¾ka krivky, prirodzená parametrizácia krivky

Nech je vektorovou rovnicou (5.1) de�novaná regulárna krivka k. Oznaème P (t

0

) a P (t) body, odpo-

vedajúce na krivke k µubovolnej ale pevnej hodnote t

0

a nejakej hodnote t z intervalu J . Na intervale

J de�nujme funkciu

s(t) =

Z

t

t

0

j _p(t)j dt =

Z

t

t

0

q

_p(t) � _p(t) dt; (5.19)
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respektíve

s(t) =

Z

t

t

0

q

( _x(t))

2

+ ( _y(t))

2

+ ( _z(t))

2

dt: (5.20)

Ka¾dej hodnote parametra t 2 J mô¾eme priradi» èíslo js(t)j, ktoré vyjadruje då¾ku krivky medzi

bodmi P (t

0

) a P (t). Z rovnice (5.9) vyplýva, ¾e derivácia

_s(t) =

q

( _x(t))

2

+ ( _y(t))

2

+ ( _z(t))

2

=

q

_p(t) � _p(t) 6= 0

je pre v¹etky t 2 J rôzna od nuly. Funkcia s = s(t), t 2 J je teda rýdzo monotónna a mô¾eme k nej

zostroji» inverznú funkciu

t = t(s); s 2 I; (5.21)

ktorá realizuje vzájomne jednoznaèné zobrazenie intervalu I na interval J . Pre deriváciu tejto inverznej

funkcie platí

dt

ds

=

1

_s(t)

=

1

p

( _x(t))

2

+ ( _y(t))

2

+ ( _z(t))

2

=

1

p

_p(t) � _p(t)

6= 0

pre v¹etky t 2 J . Pomocou funkcie (5.21) mô¾eme previes» na skúmanej krivke transformáciu para-

metra. Dostaneme tak novú vektorovú rovnicu krivky

p = p[t(s)] = p(s); s 2 I; (5.22)

v ktorej parametrom je då¾ka oblúka krivky od bodu P (t

0

) do bodu P (t) a ktorú nazývame priro-

dzenou parametrizáciou krivky. V¹etky derivácie podµa oblúka

dp

ds

=

dp

dt

dt

ds

budeme oznaèova» èiarkou, t.j.

p

0

= _p

dt

ds

na rozdiel od derivácií podµa v¹eobecného parametra, ktoré oznaèujeme bodkou. Pre veµkos» vektora

p

0

platí

jp

0

j =

p

p

0

� p

0

=

p

_p � _p

�

�

�

�

dt

ds

�

�

�

�

=

p

_p � _p

1

p

_p � _p

= 1: (5.23)

Vlastnos» (5.23) je nutnou a postaèujúcou podmienkou na to, aby parametrizácia p = p(s) bola

prirodzenou parametrizáciou regulárnej krivky k.

Príklad 9. Nájdime prirodzenú parametrizáciu skrutkovice (5.4).

Rie¹enie: Na krivke (5.4) zavedieme nový parameter, ktorý je oblúkom. Vypoèítame prvú deri-

váciu podµa v¹eobecného parametra t

_p(t) = [�r sin t; r cos t; c] (5.24)

a då¾ku krivky zo vz»ahu (5.20)

s(t) =

Z

t

0

q

r

2

sin

2

t+ r

2

cos

2

t+ c

2

dt = t

p

r

2

+ c

2

; t 2 (�1;1):

K funkcii s(t) vypoèítame inverznú funkciu

t =

s

p

r

2

+ c

2

; s 2 (�1;1):
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Odtiaµ vyplýva, ¾e hµadaná vektorová rovnica, v ktorej parameter s je oblúkom, má tvar

p(s) = [r cos

s

p

r

2

+ c

2

; r sin

s

p

r

2

+ c

2

;

cs

p

r

2

+ c

2

]: (5.25)

|

Prirodzená parametrizácia má veµký význam pri teoretických úvahách. Pri konkrétnom poèítaní

ju nebudeme vedie» v¾dy urèi» lebo integrály na pravej strane vz»ahov (5.19) a (5.20) mô¾u by»

komplikované alebo primitívna funkcia nie je elementárna.

5.3 Sprievodný trojhran

Ku ka¾dému bodu P (t

0

) regulárnej krivky k, v ktorom existuje �p(t

0

) 6= 0, je mo¾né jednoznaène

priradi» tri vektory, ktoré spolu s bodom P (t

0

) urèujú pravouhlý trojhran s vrcholom v bode P (t

0

).

Jeho hranami sú dotyènica d, hlavná normála n a binormála b. Steny tvoria oskulaèná rovina

� , normálová rovina � a rekti�kaèná rovina �. Pri pohybe bodu P (t

0

) po regulárnej krivke

sa mení poloha tohto trojhranu. Preto sa trojhran nazýva sprievodný alebo Serretov trojhran.

Umo¾ní nám výsti¾ne popísa» tvar krivky k v okolí bodu P (t

0

).

(t)p=p

x y

z

0

d

b
n

p P(t )0p
0

k

ν

τ
µ

Obr. 5.2: Trojhran.

5.3.1 Dotyènica krivky

Medzi v¹etkými priamkami, ktoré prechádzajú bodom P (t

0

) regulárnej krivky k existuje významná

priamka, ktorá sa nazýva dotyènica. Na krivke k zvoµme dva rôzne body P (t

0

) a P (t

0

+ h); h 6= 0.

Priamka prechádzajúca týmito bodmi sa nazýva seènica krivky k.Dotyènica v bode P (t

0

) je limitnou

polohou seènice pre h ! 0. V ka¾dom bode P (t

0

) = [x(t

0

); y(t

0

); z(t

0

)] regulárnej krivky existuje

práve jedna dotyènica. Ak je krivka popísaná rovnicami (5.1) alebo (5.5), potom vektorová rovnica

dotyènice je

d = p(t

0

) + � _p(t

0

) (5.26)

a parametrické rovnice dotyènice sú

x = x(t

0

) + � _x(t

0

); y = y(t

0

) + � _y(t

0

); z = z(t

0

) + � _z(t

0

); (5.27)
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kde � 2 (�1;1) je parameter, d je oznaèenie pre polohový vektor µubovoµného bodu dotyènice a

x; y; z sú súradnice tohto vektora, resp. súradnice µubovoµného bodu dotyènice.

Príklad 10. Urème rovnicu dotyènice ku skrutkovici (5.4) vo v¹eobecnom bode a v bode t = 0.

Rie¹enie: Do vz»ahu (5.26) alebo do vz»ahov (5.27) dosadíme výrazy (5.4) a (5.24). Dostaneme

vektorovú rovnicu dotyènice vo v¹eobecnom bode P (0)

d = [r cos t; r sin t; ct] + �[�r sin t; r cos t; c];

alebo parametrické rovnice dotyènice

x = r cos t� �r sin t; y = r sin t+ �r cos t; z = ct+ �c:

Vektorovú rovnicu dotyènice v bode t = 0 mô¾eme písa» v tvare

d = [r; 0; 0] + �[0; r; c];

alebo

x = r; y = �r; z = �c:

|

5.3.2 Oskulaèná rovina krivky

Ka¾dá rovina, ktorá prechádza dotyènicou regulárnej krivky k sa nazýva dotykovou rovinou krivky.

Medzi týmito rovinami existuje významná rovina, ktorá sa nazýva oskulaèná rovina krivky. V bode

P (t

0

) krivky k zostrojme dotyènicu d. Cez dotyènicu d a ïal¹í bod P (t

0

+h), h 6= 0 krivky k polo¾me

rovinu. Oskulaèná rovina � v bode P (t

0

) je limitnou polohou takto zostrojenej roviny pre h ! 0.

Za predpokladu, ¾e v bode P (t

0

) krivky k existujú derivácie

_p(t

0

); �p(t

0

) (5.28)

a tieto vektory sú lineárne nezávislé, existuje v bode P (t

0

) práve jedna oskulaèná rovina rovnobe¾ná

s vektormi (5.28). Ak r = [x; y; z] je oznaèenie pre polohový vektor jej µubovoµného bodu, potom

vektorová rovnica oskulaènej roviny je

(r� p(t

0

)) � ( _p(t

0

)� �p(t

0

)) = 0

alebo

�

�

�

�

�

�

�

x� x(t

0

) y � y(t

0

) z � z(t

0

)

_x(t

0

) _y(t

0

) _z(t

0

)

�x(t

0

) �y(t

0

) �z(t

0

)

�

�

�

�

�

�

�

= 0:

V prípade, ¾e sú vektory (5.28) lineárne závislé, ka¾dá dotyková rovina zostrojená v bode P (t

0

) je

súèasne oskulaènou rovinou.

Príklad 11. Urème rovnicu oskulaènej roviny ku skrutkovici (5.4) vo v¹eobecnom bode a v bode

t = 0.

Rie¹enie: K výpoètu oskulaènej roviny potrebujeme okrem vektorovej funkcie (5.4) a jej derivácie

(5.24) aj druhú deriváciu podµa parametra t

�p(t) = [�r cos t;�r sin t; 0]: (5.29)
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Najskôr vypoèítame vektorový súèin

_p� �p =

�

�

�

�

�

�

�

i j k

�r sin t r cos t c

�r cos t �r sin t 0

�

�

�

�

�

�

�

= (5.30)

= cr sin t i� cr cos t j+ (r

2

sin

2

t+ r

2

cos

2

t) k = cr sin t i� cr cos t j+ r

2

k:

Získaný vektor mô¾eme vydeli» nenulovým polomerom r. Nasleduje výpoèet skalárneho súèinu

([x; y; z] � [r cos t; r sin t; ct]) � [c sin t;�c cos t; r] = 0;

po úprave ktorého dostaneme rovnicu hµadanej oskulaènej roviny v bode t

cx sin t� cy cos t+ rz � crt = 0

a v bode t = 0

cy � rz = 0:

|

5.3.3 Hlavná normála a binormála krivky

Ka¾dá priamka prechádzajúca bodom P (t

0

) regulárnej krivky k kolmá na dotyènicu sa nazýva nor-

mála krivky k v bode P (t

0

). Normálu, ktorá le¾í v oskulaènej rovine � budeme nazýva» hlavnou

normálou a oznaèova» n. Pod pojmom binormála b krivky k budeme rozumie» priamku, ktorá

prechádza bodom P (t

0

) a je kolmá súèasne na príslu¹nú dotyènicu i hlavnú normálu. Binormála je

teda kolmá na oskulaènú rovinu a preto vektorová rovnica binormály je

b = p(t

0

) + �( _p(t

0

)� �p(t

0

));

kde � 2 (�1;1) je parameter, b je oznaèenie pre polohový vektor µubovoµného bodu binormály

a x; y; z sú súradnice tohto vektora, resp. súradnice µubovoµného bodu binormály. Parametrické

rovnice binormály sú

x = x(t

0

) + �

�

�

�

�

�

_y(t

0

) _z(t

0

)

�y(t

0

) �z(t

0

)

�

�

�

�

�

;

y = y(t

0

) + �

�

�

�

�

�

_z(t

0

) _x(t

0

)

�z(t

0

) �x(t

0

)

�

�

�

�

�

;

z = z(t

0

) + �

�

�

�

�

�

_x(t

0

) _y(t

0

)

�x(t

0

) �y(t

0

)

�

�

�

�

�

:

Keï¾e pre hrany sprievodného trojhranu platí

b = d� n; d = n� b; n = b� d;

vektorová rovnica hlavnej normály je

n = p(t

0

) + �(( _p(t

0

)� �p(t

0

))� _p(t

0

));
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kde � 2 (�1;1) je parameter, n je oznaèenie pre polohový vektor µubovoµného bodu hlavnej normály

a x; y; z sú súradnice tohto vektora, resp. súradnice µubovoµného bodu hlavnej normály. Parametrické

rovnice hlavnej normály sú

x = x(t

0

) + �

 

_z(t

0

)

�

�

�

�

�

_z(t

0

) _x(t

0

)

�z(t

0

) �x(t

0

)

�

�

�

�

�

� _y(t

0

)

�

�

�

�

�

_x(t

0

) _y(t

0

)

�x(t

0

) �y(t

0

)

�

�

�

�

�

!

;

y = y(t

0

) + �

 

_x(t

0

)

�

�

�

�

�

_x(t

0

) _y(t

0

)

�x(t

0

) �y(t

0

)

�

�

�

�

�

� _z(t

0

)

�

�

�

�

�

_y(t

0

) _z(t

0

)

�y(t

0

) �z(t

0

)

�

�

�

�

�

!

;

z = z(t

0

) + �

 

_y(t

0

)

�

�

�

�

�

_y(t

0

) _z(t

0

)

�y(t

0

) �z(t

0

)

�

�

�

�

�

� _x(t

0

)

�

�

�

�

�

_z(t

0

) _x(t

0

)

�z(t

0

) �x(t

0

)

�

�

�

�

�

!

:

Príklad 12. Urème rovnice hlavnej normály a binormály skrutkovice (5.4) vo v¹eobecnom bode

a v bode t = 0.

Rie¹enie: V predchádzajúcom príklade sme vypoèítali vektorový súèin _p � �p (5.30), mô¾eme

teda priamo zapísa» rovnicu binormály v bode t

b = [r cos t; r sin t; ct] + �[c sin t;�c cos t; r]

a v bode t = 0

b = [r; 0; 0] + �[0;�c; r]:

K výpoètu hlavnej normály potrebujeme vektorový súèin

( _p� �p)� _p =

�

�

�

�

�

�

�

i j k

c sin t �c cos t r

�r sin t r cos t c

�

�

�

�

�

�

�

= �(c

2

+ r

2

)(cos t i+ sin t j): (5.31)

Získaný vektor mô¾eme vydeli» nenulovým �(c

2

+ r

2

). Potom rovnica hlavnej normály v bode t je

n = [r cos t; r sin t; ct] + �[cos t; sin t; 0]

a v bode t = 0

n = [r; 0; 0] + �[1; 0; 0]:

|

5.3.4 Normálová a rekti�kaèná rovina krivky

Hlavná normála a binormála urèujú normálovú rovinu �. Táto rovina je kolmá na dotyènicu krivky

v konkrétnom bode a le¾ia v nej v¹etky normály. Dotyènica a binormála urèujú rovinu, ktorú budeme

nazýva» rekti�kaèná rovina �. Keï¾e normálová rovina je kolmá na dotyènicu, vektorová rovnica

normálovej roviny je

(r� p(t

0

)) � _p(t

0

) = 0

alebo po zlo¾kách

(x� x(t

0

)) _x(t

0

) + (y � y(t

0

)) _y(t

0

) + (z � z(t

0

)) _z(t

0

) = 0:

Rekti�kaèná rovina je kolmá na hlavnú normálu, preto vektorová rovnica rekti�kaènej roviny je

(r� p(t

0

)) � (( _p(t

0

)� �p(t

0

))� _p(t

0

)) = 0
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alebo

�

�

�

�

�

�

�

�

�

x� x(t

0

) y � y(t

0

) z � z(t

0

)

_x(t

0

) _y(t

0

) _z(t

0

)

�

�

�

�

�

_y(t

0

) _z(t

0

)

�y(t

0

) �z(t

0

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

_z(t

0

) _x(t

0

)

�z(t

0

) �x(t

0

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

_x(t

0

) _y(t

0

)

�x(t

0

) �y(t

0

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0:

Príklad 13. Urème rovnice normálovej a rekti�kaènej roviny skrutkovice (5.4) vo v¹eobecnom

bode a v bode t = 0.

Rie¹enie: Vzhµadom na výsledky predchádzajúcich príkladov nebude »a¾ké zapísa» rovnice hµa-

daných rovín. Normálová rovina vo v¹eobecnom bode t má rovnicu

([x; y; z] � [r cos t; r sin t; ct]) � [�r sin t; r cos t; c] = 0

a po úprave

rx sin t� ry cos t� cz + c

2

t = 0:

Normálová rovina v bode t = 0 má rovnicu

([x; y; z] � [r; 0; 0]) � [0; r; c] = 0

a po úprave

ry + cz = 0:

Rekti�kaèná rovina vo v¹eobecnom bode t má rovnicu

([x; y; z] � [r cos t; r sin t; ct]) � [cos t; sin t; 0] = 0

a po úprave

x cos t+ y sin t� r = 0:

Rekti�kaèná rovina v bode t = 0 má rovnicu

([x; y; z] � [r; 0; 0]) � [1; 0; 0] = 0

a po úprave

x� r = 0:

|

5.3.5 Sprievodný trojhran v prirodzenej parametrizácii

Predpokladajme, ¾e regulárna krivka k je daná vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parametrom je

oblúk. Ako vieme z (5.23), p

0

(s) je pre ka¾dé s 2 I jednotkovým dotyènicovým vektorom krivky k

d

0

= p

0

(s):

Ïalej vieme, ¾e vektory p

0

(s) a p

00

(s) sú rovnobe¾né s oskulaènou rovinou. Zo vz»ahu (5.23) je zrejmé,

¾e pre v¹etky s 2 I platí

p

0

(s) � p

0

(s) = 1:

Derivujeme obe strany rovnice podµa s a dostaneme

p

00

(s) � p

0

(s) + p

0

(s) � p

00

(s) = 0
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a po úprave

2p

0

(s) � p

00

(s) = 0:

To v¹ak znamená, ¾e v ka¾dom bode P (s) krivky k je vektor p

00

(s) buï nulový alebo nenulový a kolmý

na dotyènicový vektor p

0

(s). Ak predpokladáme druhú mo¾nos», pozorujeme, ¾e nastane len vtedy, ak

je vektor p

00

(s) rovnobe¾ný s hlavnou normálou n krivky k. Potom jednotkový vektor hlavnej normály

je

n

0

=

p

00

(s)

jp

00

(s)j

: (5.32)

Pomocou jednotkových vektorov d

0

;n

0

zostrojíme jednotkový vektor binormály

b

0

= d

0

� n

0

:

Vz»ahy na výpoèet hrán a stien sprievodného trojhranu sú v prirodzenej parametrizácii jednoduch¹ie.

Dotyènica krivky k v bode P (s

0

) má parametrické rovnice

x = x(s

0

) + �x

0

(s

0

); y = y(s

0

) + �y

0

(s

0

); z = z(s

0

) + �z

0

(s

0

):

Hlavná normála krivky k v bode P (s

0

) má parametrické rovnice

x = x(s

0

) + �x

00

(s

0

); y = y(s

0

) + �y

00

(s

0

); z = z(s

0

) + �z

00

(s

0

):

Binormála krivky k v bode P (s

0

) má parametrické rovnice

x = x(s

0

) + �

�

�

�

�

�

y

0

(s

0

) z

0

(s

0

)

y

00

(s

0

) z

00

(s

0

)

�

�

�

�

�

;

y = y(s

0

) + �

�

�

�

�

�

z

0

(s

0

) x

0

(s

0

)

z

00

(s

0

) x

00

(s

0

)

�

�

�

�

�

;

z = z(s

0

) + �

�

�

�

�

�

x

0

(s

0

) y

0

(s

0

)

x

00

(s

0

) y

00

(s

0

)

�

�

�

�

�

:

Normálová rovina krivky k v bode P (s

0

) má rovnicu

(x� x(s

0

))x

0

(s

0

) + (y � y(s

0

))y

0

(s

0

) + (z � z(s

0

))z

0

(s

0

) = 0:

Rekti�kaèná rovina krivky k v bode P (s

0

) má rovnicu

(x� x(s

0

))x

00

(s

0

) + (y � y(s

0

))y

00

(s

0

) + (z � z(s

0

))z

00

(s

0

) = 0:

Oskulaèná rovina krivky k v bode P (s

0

) má rovnicu

�

�

�

�

�

�

�

x� x(s

0

) y � y(s

0

) z � z(s

0

)

x

0

(s

0

) y

0

(s

0

) z

0

(s

0

)

x

00

(s

0

) y

00

(s

0

) z

00

(s

0

)

�

�

�

�

�

�

�

= 0:
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ϕ

Obr. 5.3: Krivos».

5.4 Charakteristiky krivky

5.4.1 Krivos» krivky

Pri pohybe dotykového bodu P (t

0

) po regulárnej krivke sa mení smer dotyènice v tomto bode. Rýchlos»

zmeny smeru dotyènice charakterizuje stupeò zakrivenia krivky. Èím viac sa v okolí bodu dotyku krivka

odkláòa od dotyènice v tomto bode, tím má väè¹iu prvú krivos» (alebo krivos» èi exiu).

Ak je krivka k de�novaná vektorovou rovnicou (5.1), potom jej krivos» v bode P (t

0

) vypoèítame

zo vz»ahu

K

2

(t

0

) =

j _p(t

0

)� �p(t

0

)j

2

( _p(t

0

) � _p(t

0

))

3

: (5.33)

Ak je krivka daná parametrickými rovnicami (5.5), potom krivos» v bode P (t

0

) vypoèítame zo vz»ahu

K

2

(t

0

) =

�

�

�

�

�

_y(t

0

) _z(t

0

)

�y(t

0

) �z(t

0

)

�

�

�

�

�

2

+

�

�

�

�

�

_z(t

0

) _x(t

0

)

�z(t

0

) �x(t

0

)

�

�

�

�

�

2

+

�

�

�

�

�

_x(t

0

) _y(t

0

)

�x(t

0

) �y(t

0

)

�

�

�

�

�

2

( _x(t

0

)

2

+ _y(t

0

)

2

+ _z(t

0

)

2

)

3

:

Ak je krivka k daná vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parametrom je oblúk s, potom krivos» v bode

P (s

0

) vypoèítame zo vz»ahu

K(s

0

) = jp

00

(s

0

)j (5.34)

alebo

K(s

0

) =

q

(x

00

(s

0

))

2

+ (y

00

(s

0

))

2

+ (z

00

(s

0

))

2

:

Polomer krivosti krivky k v bode P (t

0

) je prevrátenou hodnotou prvej krivosti krivky k v tomto

bode, t.j.

R(t

0

) =

1

K(t

0

)

:

Príklad 14. Vypoèítajme prvú krivos» v µubovoµnom bode skrutkovice (5.4).

Rie¹enie: Norma vektorového súèinu (5.30) v èitateli vz»ahu (5.33) je

j _p(t

0

)� �p(t

0

)j =

q

c

2

r

2

sin

2

t+ c

2

r

2

cos

2

t+ r

4

=

q

r

2

(c

2

+ r

2

) (5.35)

a skalárny súèin v menovateli vz»ahu (5.33) je vzhµadom na (5.24) a (5.29)

_p(t

0

) � _p(t

0

) = r

2

sin

2

t+ r

2

cos

2

t+ c

2

= (r

2

+ c

2

):
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Potom

K(t

0

)

2

=

(

p

r

2

(c

2

+ r

2

))

2

(r

2

+ c

2

)

3

=

r

2

(r

2

+ c

2

)

2

:

To znamená, ¾e prvá krivos»

K(t

0

) =

r

(r

2

+ c

2

)

nezávisí od parametra t, a teda je kon¹tantná pozdå¾ celej skrutkovice. |

Nutnou a postaèujúcou podmienkou na to, aby daná regulárna krivka bola priamkou je, aby

v ka¾dom bode tejto krivky bola prvá krivos» rovná nule.

5.4.2 Kru¾nica krivosti krivky, evolúta, evolventa

Kru¾nica, ktorú dostaneme ako limitnú polohu kru¾nice prechádzajúcej tromi rôznymi bodmi P (t

0

),

P (t

1

), P (t

2

) krivky k, ktoré nele¾ia na jednej priamke a body P (t

1

) a P (t

2

) sa pribli¾ujú k bodu P (t

0

),

nazývame kru¾nica krivosti alebo oskulaèná kru¾nica. Táto

1. le¾í v oskulaènej rovine krivky k v bode P (t

0

),

2. jej polomer sa rovná polomeru krivosti R krivky k v bode P (t

0

),

3. jej stred S le¾í na hlavnej normále krivky k v bode P (t

0

).

Polomer r kru¾nice krivosti krivky nazývame polomer krivosti a súradnice x

s

a y

s

stredu S

kru¾nice krivosti krivky nazývame stred krivosti. Krivku l, ktorej body sú stredy krivosti krivky k

pre v¹etky jej body, nazývame evolútou krivky k. Naopak, krivka k je evolventou krivky l.

Pravouhlý priemet krivky k do jej oskulaènej roviny v bode P (t

0

) je rovinná krivka, ktorá má

s danou priestorovou krivkou spoloènú kru¾nicu krivosti v bode P (t

0

). Preto budeme kru¾nicu krivosti

spolu s evolútou ¹tudova» v èasti o rovinných krivkách.

5.4.3 Torzia krivky

Pri pohybe bodu P (t

0

) po regulárnej krivke sa mení poloha oskulaènej roviny v tomto bode. Èím

viac sa v okolí bodu P (t

0

) krivka odchyluje z oskulaènej roviny v tomto bode, tím má väè¹iu druhú

krivos» (alebo torziu). Ak je krivka k de�novaná vektorovou rovnicou (5.1), potom jej torziu v bode

P (t

0

) vypoèí tame zo vz»ahu

T (t

0

) =

( _p(t

0

)� �p(t

0

)) � �p(t

0

)

j _p(t

0

)� �p(t

0

)j

2

:

Ak je krivka daná parametrickými rovnicami (5.5), potom torziu v bode P (t

0

) vypoèítame zo vz»ahu

T (t

0

) =

�
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_x(t

0

) _y(t
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+
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�
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) _x(t

0

)

�z(t

0

) �x(t
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)

�

�

�

�

�

2

+

�

�

�

�

�

_x(t

0

) _y(t

0

)

�x(t

0

) �y(t

0

)

�

�

�

�

�

2

:

Ak je krivka k daná vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parametrom je oblúk s, potom torziu v bode

P (s

0

) vypoèítame zo vz»ahu

T (s

0

) =

(p

0

(s

0

)� p

00

(s

0

)) � p

000

(s

0

)

(p

00

(s

0

))

2

;
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alebo

T (s

0

) =

�

�

�

�

�

�

�

x

0

(s

0

) y

0

(s

0

) z

0

(s

0

)

x

00

(s

0

) y

00

(s

0

) z

00

(s

0

)

x

000

(s

0

) y

000

(s

0

) z

000

(s

0

)

�

�

�

�

�

�

�

(x

00

(s

0

))

2

+ (y

00

(s

0

))

2

+ (z

00

(s

0

))

2

:

Príklad 15. Vypoèítajme druhú krivos» v µubovoµnom bode skrutkovice (5.4).

Rie¹enie: K výpoètu druhej krivosti potrebujeme vektorový súèin (5.30), jeho normu (5.35) a

tretiu deriváciu vektorovej rovnice skrutkovice (5.4) podµa parametra t

�p(t) = [r sin t;�r cos t; 0]:

Potom

T (t) =

[cr sin t;�cr cos t; r

2

] � [r sin t;�r cos t; 0]

r

2

(c

2

+ r

2

)

=

c

c

2

+ r

2

:

Pozdå¾ skúmanej skrutkovice je aj druhá krivos» kon¹tantná. |

5.4.4 Frenetove-Serretove vzorce

Predpokladajme opä», ¾e regulárna krivka k je daná vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parameter

s je oblúkom. Poznamenajme, ¾e vektor p

00

(s) sa nazýva vektor prvej krivosti v bode P (s), teda pre

veµkos» tohto vektora platí (5.34). Potom vzhµadom na (5.32) mô¾eme písa»

p

00

= jp

00

(s

0

)jn

0

= Kn

0

: (5.36)

Ak pre jednotkový dotyènicový vektor zavedieme oznaèenie

d

0

= p

0

;

rovnicu (5.36) upravíme na tvar

d

0

0

= Kn

0

(5.37)

èo je prvý Frenetov vzorec.

Poznámka: Prechod od vz»ahu (5.34) ku vz»ahu (5.33) na výpoèet krivosti nájdu záujemci v (Bu-

dinský, kap. 3.2., str 60).

V danom bode P (s) krivky k budeme skúma» deriváciu jednotkového vektora binormály b

0

0

a

uká¾e sa, ¾e dospejeme k druhej krivosti T . Derivujeme podµa parametra s obe strany rovnice

b

0

� b

0

= 1

a dostaneme vz»ah

2b

0

0

� b

0

= 0;

z ktorého vyplýva, ¾e vektor b

0

0

je v ka¾dom bode krivky k buï nulový, alebo nenulový a kolmý na

vektor b

0

. Mô¾eme teda vektor b

0

0

vyjadri» ako lineárnu kombináciu vektorov d

0

;n

0

, ktoré sú tie¾

kolmé na b

0

a písa»

b

0

0

= Ad

0

� T n

0

; (5.38)

kde A a �T sú neznáme kon¹tanty. Vynásobme skalárne obe strany tejto rovnice vektorom d

0

. Do-

staneme tak

b

0

0

� d

0

= A: (5.39)
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Uká¾eme, ¾e A = 0. Z rovnice b

0

� d

0

= 0 vyplýva ïal¹ím derivovaním, ¾e

b

0

0

� d

0

+ b

0

� d

0

0

= 0:

Odtiaµ a zo vz»ahu (5.37) µahko overíme, ¾e b

0

� d

0

0

= Kb

0

� n

0

= 0, a teda aj b

0

0

� d

0

= 0 a z (5.39)

A = 0. Rovnica (5.38) má teda tvar

b

0

0

= �T n

0

: (5.40)

Nazývame ju tretím Frenetovým vzorcom.

Èitateµa zrejme zaskoèilo, ¾e sa v predchádzajúcom výklade nehovorí o druhom Frenetovom vzorci.

Tento bude výsledkom nasledujúcej kon¹trukcie.

Hovoríme, ¾e tri vektory tvoria ortonormálny systém, ak sú jednotkové a navzájom kolmé. Zrejme

vektory d

0

;n

0

a b

0

v bode P (s) krivky k tvoria takýto systém. Mô¾eme vypoèíta» vektory d

0

0

;n

0

0

a

b

0

0

a vyjadri» ich ako lineárne kombinácie vektorov d

0

;n

0

;b

0

, èo zapí¹eme nasledovne

d

0

0

= a

11

d

0

+ a

12

n

0

+ a

13

b

0

;

n

0

0

= a

21

d

0

+ a

22

n

0

+ a

23

b

0

;

b

0

0

= a

31

d

0

+ a

32

n

0

+ a

33

b

0

:

Vo v¹eobecnom prípade má matica koe�cientov a

11

; a

12

; : : : ; a

33

tvar

0

B

@

0 a

12

a

13

�a

12

0 a

23

�a

13

�a

23

0

1

C

A

Dôkaz je dostupný v (Budinský kap. 3.4., str. 66). Vzhµadom k (5.37) a (5.40) dostávame tak rovnice

d

0

0

= Kn

0

n

0

0

= �Kd

0

+T b

0

b

0

0

= �T n

0

Tak sme odvodili Frenetove vzorce, ktoré tvoria základ diferenciálnej geometrie kriviek, preto¾e

na ne mô¾eme previes» celú problematiku tejto disciplíny.

5.4.5 Prirodzené rovnice krivky

Nech sú dané dve spojité funcie

K = K(s) > 0; T = T (s); (5.41)

kde K má spojitú aspoò druhú deriváciu a T má spojitú aspoò prvú deriváciu. Potom existuje jediná

krivka, ktorá

1. má s za oblúk a K a T za prvú a druhú krivos»,

2. prechádza µubovoµným vopred daným bodom pre s = 0,

3. má v tomto bode µubovoµné vopred dané jednotkové a navzájom kolmé vektory d

0

;n

0

;b

0

ako

jednotkové vektory dotyènice, hlavnej normály a binormály.
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Zadaním funkcií(5.41) je a¾ na svoju polohu v priestore urèená krivka. Velièiny s;K;T nazývame

prirodzenými súradnicami a rovnice (5.41) prirodzenými rovnicami krivky. Prirodzené rovnice

krivky vyjadrujú krivku nezávisle na voµbe súradnicovej sústavy.

Príklad 16. Skrutkovica, ktorej prirodzená parametrizácia je (5.25) má v ka¾dom bode P (s)

kon¹tantnú nenulovú krivos» i torziu. Tak¾e rovnice

K(s) =

r

r

2

+ c

2

; K(s) = =

c

c

2

+ r

2

sú prirodzené rovnice skrutkovice (5.4). |

5.5 Rovinné krivky

Krivka k, ktorej v¹etky body patria do jednej roviny, sa nazýva rovinná krivka. Celý rad vlast-

ností rovinných kriviek sme prebrali spoloène s pojednávaním o priestorových krivkách, ktorým pre

ich vlastnos» K 6= 0, T 6= 0 hovoríme aj krivky dvojakej krivosti. Teraz budeme ¹tudova» niektoré

vlastnosti rovinných kriviek, charakterizovaných vlastnos»ou T = 0 vo v¹etkých bodoch krivky.

5.5.1 Rovnice rovinnej krivky

Ak zvolíme z(t) = 0, vektorová rovnica rovinnej krivky bude

p = p(t) = [x(t); y(t)] = x(t)i+ y(t)j; t 2 J: (5.42)

Rovinnú krivku mô¾eme zapísa» parametrickými rovnicami

x = x(t); y = y(t); t 2 J; (5.43)

explicitne

y = f(x); x 2 J (5.44)

alebo implicitne

h(x; y) = 0; (5.45)

ak je funkcia h de�novaná a spojitá na dvojrozmernej oblasti 
 2 E

2

. ©peciálnym prípadom rovinnej

krivky je graf spojitej nekon¹tantnej reálnej funkcie f(x).

Príklad 17. Napí¹me parametrické vyjadrenie Descartesovho listu x

3

+y

3

= 3xy tak, ¾e polo¾íme

y = tx.

Rie¹enie: Po dosadení predpokladaného y do rovnice krivky vyjadríme x ako funkciu parametra

t. Z rovnice

x

3

+ t

3

x

3

= 3tx

2

dostaneme po úprave rovnicu

x

2

[x(1 + t

3

)� 3t] = 0;

odkiaµ buï x = 0 a teda aj y = 0 alebo

x =

3t

1 + t

3

a potom

y =

3t

2

1 + t

3

:
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|

Príklad 18. Vektorovou rovnicou

p(t) = [a cos t; b sin t]; (5.46)

kde t 2 h0; 2�), a > 0, b > 0 je vyjadrená elipsa. Rozpísaním vektorovej rovnice (5.46) dostaneme dve

parametrické rovnice elipsy v tvare

x = a cos t; y = b sin t: (5.47)

Vylúèením parametra t z parametrických rovníc (5.47) (tak, ¾e obe strany prvej, resp. druhej rovnice

vynásobíme b, resp. a, obe strany oboch rovníc umocníme a rovnice spoèítame), dostávame implicitnú

rovnicu elipsy v tvare

x

2

a

2

+

y

2

b

2

� 1 = 0:

Z tejto rovnice vypoèítame premennú y a získame explicitné rovnice elipsy

y =

s

b

2

�

b

2

a

2

x

2

;

respektíve

y = �

s

b

2

�

b

2

a

2

x

2

:

|

Rovinné krivky je mo¾né vyjadri» aj pomocou polárnych súradníc ' a % v tvare

F ('; %) = 0

alebo

% = f('): (5.48)

x
x

y

y

ϕ

ρ

P[       ]ϕ,ρ

0

Obr. 5.4: Polárne súradnice.

Transformaèné rovnice, s pomocou ktorých sa dajú previes» pravouhlé súradnice (O; x; y) na po-

lárne súradnice (O;'; %) a opaène sú
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x = % cos'; y = % sin';

' = arctg

y

x

; % = +

p

x

2

+ y

2

; (0 � ' < 2�).

Príklad 19. V polárnych súradniciach sú vyjadrené mnohé rovinné krivky, väè¹inou u¾itoèné

z hµadiska technických aplikácií.

Hyperbolická ¹pirála: % = c='; c > 0; ' > 0:

Archimedova ¹pirála: % = a'; a > 0:

Logaritmická ¹pirála: % = k e

a'

; k 6= 0; a > 0:

Kardioida: % = 2a(1 + cos'); a > 0: |

5.5.2 Då¾ka rovinnej krivky

Då¾ku rovinnej krivky zadanej rovnicami (5.43), (5.44) a (5.48) mô¾eme vypoèíta» pomocou vz»ahov

s(t) =

R

t

t

0

p

( _x(t))

2

+ ( _y(t))

2

dt;

s(x) =

R

x

x

0

q

1 +

_

f(x)

2

dx;

s(') =

R

'

'

0

q

f

2

(') +

_

f(')

2

d':

Príklad 20. Vypoèítajme då¾ku polkru¾nice s polomerom r = 1 so stredom v zaèiatku, ktorá le¾í

v 1. a 2. kvadrante.

Rie¹enie: K dispozícii máme dve parametrizácie (5.17) a (5.18) zadanej polkru¾nice. Potom

s(t) =

Z

�

0

q

(� sin t)

2

+ (cos t)

2

dt =

Z

�

0

1 dt = �;

alebo

s(t) =

Z

1

�1

s

1 + (�

1

2

2t

p

1� t

2

)

2

dt =

Z

1

�1

1

p

1� t

2

dt = [arcsin t]

1

�1

= �:

|

Príklad 21. Vypoèítajme då¾ku logaritmickej ¹pirály % = e

'

medzi bodmi, ktoré zodpovedajú

parametrom ' = 0 a ' = �.

Rie¹enie: Vyu¾ijeme posledný z trojice vzorcov a vypoèítame

s(') =

Z

�

0

q

(e

'

)

2

+ (e

'

)

2

d' =

p

2(e

�

� 1):

|

5.5.3 Dotyènica a normála rovinnej krivky

Pojem dotyènice a normály ku grafu funkcie y = f(x) v bode [x

0

; f(x

0

)] je èitateµovi známy zo

¹túdia diferenciálneho poètu (kapitola 7.4.1., Rie¹ené úlohy z matematiky I.). V ka¾dom bode P (t

0

) =

[x(t

0

); y(t

0

)] = [x

0

; y

0

] = [x

0

; f(x

0

)] regulárnej rovinnej krivky existuje práve jedna dotyènica.

Dotyènica v bode P (t

0

) krivky danej rovnicami (5.42{5.45) je de�novaná postupne rovnicami

d = p(t

0

) + � _p(t

0

);
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x = x(t

0

) + � _x(t

0

); y = y(t

0

) + � _y(t

0

);

y = f(x

0

) + f

0

(x

0

)(x� x

0

);

(x� x

0

)h

0

x

(P [x

0

; y

0

]) + (y � y

0

)h

0

y

(P [x

0

; y

0

]) = 0: (5.49)

Priamku, ktorá prechádza bodom P (t

0

) a je kolmá na dotyènicu, nazývame normálou. Vzhµadom

na existenciu jedinej normály rovinnej krivky nehovoríme o hlavnej normále, ale krátko o normále.

Normála v bode P (t

0

) krivky danej rovnicami (5.42{5.45) je de�novaná postupne rovnicami

(n� p(t

0

)) � _p(t

0

) = 0;

x = x(t

0

)� � _y(t

0

); y = y(t

0

) + � _x(t

0

);

y = f(x

0

)�

1

f

0

(x

0

)

(x� x

0

);

(x� x

0

)h

0

y

(P [x

0

; y

0

])� (y � y

0

)h

0

x

(P [x

0

; y

0

]) = 0: (5.50)

Príklad 22. Nájdime rovnice dotyènice a normály ku elipse x

2

=a

2

+y

2

=b

2

�1 = 0 vo v¹eobecnom

bode [x

0

; y

0

]a v bode [1; 0] ak a = 1, b = 2.

Rie¹enie: Elipsa je daná implicitne, preto na výpoèet dotyènice a normály pou¾ijeme vzorce

(5.49) a (5.50). Potrebujeme derivácie rovnice elipsy podµa x a y

h

0

x

=

2x

a

2

;

h

0

y

=

2y

b

2

:

Potom rovnica dotyènice vo v¹eobecnom bode elipsy je

(x� x

0

)

2x

a

2

+ (y � y

0

)

2y

b

2

= 0

a rovnica normály vo v¹eobecnom bode elipsy je

(x� x

0

)

2y

b

2

� (y � y

0

)

2x

a

2

= 0:

Dotyènica a normála v bode [1; 0] elipsy x

2

+ y

2

=4� 1 = 0 majú rovnice

2(x� 1) + 0(y � 0) = 0; 0(x� 1)� 2(y � 0) = 0

a po úprave

x� 1 = 0; y = 0:

|

V prípade rovinnej krivky nemá zmysel zavádza» ïal¹ie pojmy známe z theórie priestorových

kriviek pod spoloèným názvom sprievodný trojhran. Poznamenajme len, ¾e rovina, v ktorej krivka

le¾í, je toto¾ná s oskulaènou rovinou.
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5.5.4 Krivos» rovinnej krivky

Z úvodných poznámok o rovinnej krivke je zrejmé, ¾e v tomto prí pade má zmysel hovori» len o prvej

krivosti (krátko krivosti) krivky k v bode P (t

0

). Túto dôle¾itú charakteristiku krivky vyjadrenej

rovnicami (5.42-5.44) a (5.48) vypoèítame zo vz»ahov

K

2

=

j _p�
�
pj

2

( _p: _p)

3

K

2

=

( _x�y � �x _y)

2

( _x

2

+ _y

2

)

3

K

2

=

(�y)

2

(1 + _y

2

)

3

K

2

=

(%

2

+ 2%

02

� %%

00

)

2

(%

2

+ %

02

)

3

Príklad 23. Nájdime krivos» paraboly y = x

2

vo v¹eobecnom bode a v bodoch P (0); P (1); P (2).

Rie¹enie: Krivka je daná explicitne, vyu¾ijeme teda tretí z uvedených vzorcov. K výpoètu po-

trebujeme prvú a druhú deriváciu podµa x

_y = 2x; �y = 2: (5.51)

Potom krivos» paraboly y = x

2

vo v¹eobecnom bode je

K

2

(x) =

2

2

(1 + (2x)

2

)

3

=

4

(1 + 4x

2

)

3

;

t.j.

K(x) =

2

p

(1 + 4x

2

)

3

a v konkrétnych bodoch

K(0) = 2;

K(1) = 2=

p

5

3

= 0; 17888;

K(2) = 2=

p

17

3

= 0; 02853:

|

Príklad 24. Nájdime krivos» kru¾nice s polomerom r v jej µubovoµnom bode.

Rie¹enie: Parametrické rovnice kru¾nice sú

x = r cos t; y = r sin t; t 2 h0; 2�):

Preto¾e

_x = �r sin t; _y = r cos t;

�x = �r cos t; �y = �r sin t;

podµa druhého z uvedených vzorcov

K

2

(t) =

(r

2

sin

2

t+ r

2

cos

2

t)

2

(r

2

sin

2

t+ r

2

cos

2

t)

3

=

1

r

2

;

to znamená, ¾e

K(t) =

1

r

:

Krivos» kru¾nice je v ka¾dom jej bode rovnaká a je rovná prevrátenej hodnote jej polomeru. |
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5.5.5 Kru¾nica krivosti rovinnej krivky

Na vystihnutie zakrivenia krivky v bode P (t) je výhodné pou¾i» kru¾nicu krivosti (oskulaènú

kru¾nicu), ktorá

1. má s krivkou jeden spoloèný bod a v òom tú istú dotyènicu,

2. jej polomer sa rovná polomeru krivosti krivky k v bode P (t),

3. jej stred S le¾í na normále krivky k v bode P (t).

Ak je krivka daná parametricky (5.43), platí

r =

( _x

2

+ _y

2

)

3=2

j _x�y � �x _yj

;

x

s

= x� _y

_x

2

+ _y

2

_x�y � �x _y

;

y

s

= y + _x

_x

2

+ _y

2

_x�y � �x _y

a ak je krivka daná explicitne (5.44), platí

r =

(1 + _y

2

)

3=2

j�yj

;

x

s

= x� _y

1 + _y

2

j�yj

; (5.52)

y

s

= y +

1 + _y

2

j�yj

: (5.53)

Príklad 25. Nájdime kru¾nice krivosti paraboly y = x

2

v bodoch P (0); P (1).

Rie¹enie: Polomer r kru¾nice krivosti je prevrátená hodnota krivosti, preto vzhµadom na výsledky

príkladu 22

r(0) = 0; 5 r(1) = 5; 59:

Súradnice x

s

; y

s

stredu kru¾nice krivosti vypoèítame zo vz»ahov (5.52) a (5.53), v ktorých potrebujeme

derivácie (5.51). Zrejme x

s

(0) = 0; y

s

(0) = 0; 5 a

x

s

(1) = 1� 2

1 + 2

2

2

= �4;

y

s

(1) = 1 + 2

1 + 2

2

2

= 3; 5:

Hµadané kru¾nice krivosti sú

x

2

+ (y � 0; 5)

2

= 0; 25;

(x+ 4)

2

+ (x� 3; 5)

2

= 31; 25:

|
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5.5.6 Evolúta, evolventa

Evolúta je krivka, ktorá je mno¾inou stredov krivosti danej krivky k. Pre evolútu ku krivke danej

parametricky (5.43) platí

x

e

= x� _y

_x

2

+ _y

2

_x�y � �x _y

;

y

e

= y + _x

_x

2

+ _y

2

_x�y � �x _y

:

Pozorný èitateµ si zrejme v¹imne, ¾e tieto rovnice sú zov¹eobecnením rovníc stredu krivosti.

Ak krivka l je evolútou krivky k, tak krivka k je evolventou krivky l. Analytické vyjadrenie

evolventy je zlo¾itej¹ie a vy¾aduje si výpoèet integrálov. Poznamenajme aspoò, ¾e dotyènica k evolúte

je normálou evolventy.

Príklad 26. Nájdime rovnicu evolúty k parabole y = x

2

.

Rie¹enie: Parametriské vyjadrenie paraboly a jeho derivácie podµa parametra t sú

x = t; y = t

2

;

x = 1; y = 2t;

x = 0; y = 2:

Rovnice hµadanej evolúty sú

x

e

= t� 2t

1 + (2t)

2

1 � 2� 0 � 2t

= �4t

3

;

y

e

= t

2

+ 1

1 + (2t)

2

1 � 2� 0 � 2t

= 3t

2

+ 0; 5:

|

5.5.7 Prirodzené rovnice rovinnej krivky

Ak prirodzené rovnice rovinnej krivky sú (5.41), kde samozrejme T = 0, potom parametrické rovnice

tejto krivky mô¾eme písa» v tvare

x(s) =

R

cos(

R

K ds+ c

1

) ds+ c

2

;

y(s) = �

R

sin(

R

K ds+ c

1

) ds+ c

3

;

kde c

1

; c

2

; c

3

sú µubovoµné reálne kon¹tanty.
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Cvièenia

1. Nájdite parametrické rovnice priestorovej krivky, ktorá je prieseèníkom plôch

a) y = x

2

; z = e

x

,

b) z = x

2

� y

2

; x

2

+ y

2

= a

2

,

c) x

2

� x+ y = 0; x

2

+ z � 1 = 0.

2. Nájdite då¾ku priestorovej krivky

a) x = 4t; y = 6t

2

; z = 6t

3

; t 2 h0; 1i;

b) p(t) = [2t; ln t; t

2

]; t 2 h1; ei;

c) x = e

t

cos t; y = e

t

sin t; z = e

t

; t 2 h0; �i.

d) p(t) = 3t

2

i+ (2t+ 3) j+ 3t

3

k, od bodu P = [12;�1;�24] po bod P (t),

e) x = cos

3

t; y = sin

3

t; z = cos 2t; t 2 h0; ti.

3. Nájdite prirodzenú parametrizáciu priestorovej krivky

a) x = e

t

cos t; y = e

t

sin t; z = e

t

,

4. Urète dotyènicu, hlavnú normálu, binormálu, oskulaènú rovinu, prvú a druhú krivos» priestorovej

krivky v danom bode

a) x = t

2

; y = t

3

; z = t+ 1 v bode t = 1,

b) x = 2t+ 1; y = t

2

� 1; z = t

3

, v bode t = 0,

c) x = e

t

cos t; y = e

t

sin t; z = e

t

, v bode t = 0

5. Uká¾te, ¾e pre krivku x = t; y = t

2

=2; z = t

3

=6 platí K = T .

6. Nájdite rovnice dotyènice a normály rovinnej krivky v danom bode

a) y = x

3

v bodoch s x = 0 a s x = 1,

b) y = sinx v bodoch s x = 0 a s x = �,

c) x = t

3

� 2t; y = t

2

+ 1 v bode P [1],

d) x = cos

3

t; y = sin

3

t vo v¹eobecnom bode,

e) (x

2

+ y

2

)

2

x� y

2

= 0 v bode P = [1=2; 1=2],

f) x

2

=a

2

� y

2

=b

2

= 0 vo v¹eobecnom bode P = [x

0

; y

0

],

g) r = cos' v bode ' = �=4.

7. Nájdite då¾ku rovinnej krivky medzi danými bodmi

a) y = x

3=2

medzi x

1

a x

2

,

b) x = cos t+ t sin t; y = sin t� t cos t medzi t

1

a t

2

,

c) y = x

2

=4� (lnx)=2 medzi x

1

= 1 a x

2

= 4,
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d) x = 8at

3

; y = 3a(2t

2

� t

4

) medzi t

1

= 0 a t

2

=

p

2,

e) r = 1 + cos' medzi '

1

= 0 a '

2

= �.

8. Urète krivos» rovinnej krivky v danom bode

a) y = sinx vo v¹eobecnom bode x,

b) x = t

2

; y = t

3

vo v¹eobecnom bode t,

c) x = a cos t; y = b sin t vo v¹eobecnom bode t,

d) r = a' vo v¹eobecnom bode ',

e) y = x

4

v bode P = [0; 0].

9. Nájdite evolútu rovinnej krivky

a) y = x

2

,

b) y = lnx.

Výsledky cvièení

1.

a) x = t; y = t

2

; z = e

t

; t 2 (�1;1),

b) x = a cos t; y = a sin t; z = a

2

cos 2t; t 2 (�1;1),

c) x = t; y = t� t

2

; z = 1� t

2

; t 2 (�1;1).

2. a) 10, b) e

2

, c)

p

3(e

�

� 1), d) 3t

2

+ 2t� 28, e) (5 sin

2

t)=2.

3. a) t = ln

s

p

3

4.

a) d(1) = [1 + 2�; 1 + 3�; 2]; n(1) = [1 � 8�; 1 + 9�; 2 � 11�]; b(1) = [1 � 3�; 1; 2 + 3�]; �(1) �

3x� y � 3z + 4 = 0; K(1) =

1

14

q

38

7

; T (1) =

3

19

b) d(0) = [1 + �;�1; 0]; n(0) = [1; �; 0]; b(0) = [1;�1; �]; �(0) � z = 0; K(0) =

1

2

; T (0) =

3

2

c) d(0) = [1 + �; �; 1 + �]; n(0) = [1� �; �; 1]; b(0) = [1� �;��; 1 + 2�]; �(0) � x+ y � 2z + 1 =

0; K(0) =

p

2

3

; T (0) =

1

3

5. K = T =

4

(t

2

+2)

2

6.

a) d(0) � y = 0; n(0) � x = 0; d(1) � 3x� y � 2 = 0; n(1) � x+ 3y � 4 = 0;

b) d(0) � y = x; n(0) � x = �y; d(�) � x+ y � � = 0; n(�) � x� y � � = 0;

c) d(1) � 2x� y + 4 = 0; n(1) � x+ 2y � 3 = 0;

d) d(t) � 2x sin t+ 2y cos t� sin 2t = 0; n(t) � x cos t� y sin t� cos 2t = 0;

e) d(1=2; 1=2) � 4x� 2y � 1 = 0; n(1=2; 1=2) � 2x+ 4y � 3 = 0;
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f) d(x

0

; y

0

) �

x x

0

a

2

�

y y

0

b

2

= 1;

n(x

0

; y

0

) �

(x� x

0

) a

2

x

0

+

(y � y

0

) b

2

y

0

= 0;

g) d(�=4) � y � 1=2 = 0; n(�=4) � x� 1=2 = 0

7. a) [(4 + 9x

2

)

3=2

� (4 + 9x

1

)

3=2

]=27, b) (t

2

2

� t

2

1

)=2, c) 15=4 + ln2, d) 24a, e) 4.

8. a) j sinxj=(1+cos

2

x)

3=2

, b) 6=[t(4+9t

2

)

3=2

], c) ab=(a

2

sin

2

t+b

2

cos

2

t)

3=2

, d) (2+'

2

)=a(1+'

2

)

3=2

,

e) 0.

9. a) x = �4t

3

; y = 3t

2

+ 1=2, b) x = 2t+ 1=t; y = ln t� t

2

� 1.


